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VORREDP]. 



jLJem vorliegenden ersten Bande meines Werkes habe ich nur 
Weniges voranznschicken. Ueber die Anlage des Werkes berichtet die 
Einleitung in den allgemeinsten Umrissen; entstanden ist dasselbe aus 
der Zusammenstellung meiner Vorlesungshefte, indem ich in den letzten 
Jahren über den Gegenstand des vorliegenden Werkes, die Bahnbestim- 
mungen, an der Wiener Universität Vorträge hielt; es waren demnach 
die meisten Theile des Werkes schon ausgearbeitet, ehe mir das treff- 
liche Watson'sche Werk über denselben Gegenstand zu Händen kam, 
welches in der That einem Bedürfnisse abhalf. Es war meine Idee 
über die Anlage eines Werkes, welches dem Schüler gewiss nutzbringend 
ist, dem Erfahrenen bisweilen als Nachschlagebuch dienen kann, dadurch 
verwirklicht; ich habe aber doch nicht angestanden meine Arbeit zur 
Veröffentlichung vorzubereiten, indem die Durchführung der Aufgabe, 
wie ich dieselbe erfasst habe, in manchen wesentlichen Punkten von 
Watson's Vorgange abweicht; ich will aber nicht hiermit behaupten, 
dass ich eine Verbesserung angestrebt und erreicht habe, sondern ich 
habe das Problem mir so zu Recht gelegt, wie es meiner Individualität 
am besten zusagt. Das Erscheinen der Watson'schen Arbeit aber gab 
mir die unmittelbare Verahlassung mich einerseits zu bestreben das Werk 
mindestens zum vorläufigen Abschlüsse zu bringen und anderseits mich 
zu bemühen, einen Verleger für dasselbe zu finden. Das letztere gelang 
sofort, indem Herr W. Engelmann in Leipzig mit der grössten Bereit-, 
Willigkeit, die mich zu Danke verpflichtet, die Herausgabe des Werkes 
übernahm ; das erstere habe ich nur theilweise erreicht. Während ich 
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das Material sichtete und zusammentrug, wuchs dasselbe unter meinen 
Händen und ich sah sofort die Noth wendigkeit ein, das Werk in zwei 
Bände zu scheiden; den ersten Band übergebe ich hiermit der OefFent- 
lichkeit, der zweite Band, dessen Bearbeitung noch im Rückstande ist, 
soll so bald als möglich folgen, wenn der Vorläufer Beifall findet. Ich 
habe mich desshalb bestrebt, diese Scheidung so streng durchzuführen, 
dass dieser erste Band als völlig selbständiges Werk betrachtet werden 
darf und auch ohne dem zweiten Band in sich selbst den Abschluss 
findet. 

Ich kann diese Vorrede nicht schliessen ohne vorher dem Herrn 
Dr. Rudolf Engelmann in Leipzig dafür meinen verbindlichsten 
Dank abzustatten, dass sich derselbe der mühevollen und lästigen Arbeit 
unterzogen hat, die erste Korrektur des vorliegenden Werkes zu lesen, 
und ich bin demselben ausserdem für so manchen freundschaftlichen Wink 
innigst verbunden. 

Wien im November 1869. 

Theodor Oppolzer. 
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EINLEITUNG. 



Die Bestimmung der Bahn eines Himmelskörpers kann nicht sofort mit der 
grössten Genauigkeit durchgeführt werden, man ist gezwungen, wie dies in den meisten 
Fällen der Naturforschung statt hat, sich nur stufenweise der Wahrheit zu nähern; dem 
entsprechend ist auch die Anordnung des Werkes getroffen. Der erste Band enthält 
die vorläufige Lösung des Problems, nämlich die erste Bahnbestimmung; die Natur der 
Au%abe bringt es mit sich, dass diese Lösung nur dann möglich ist, wenn die helio- 
centrische Bewegung des Körpers nicht zu gross ist, innerhalb des Zeitraumes, auf den 
die zur Rechnung verwendeten Beobachtungen vertheilt sind ; femer wird man hierbei 
ganz von störenden Einflüssen der übrigen Planeten absehen müssen. Der Inhalt des 
zweiten Bandes wird der weiteren Verbesserung der so gefundenen Elemente gewidmet 
sein; man wird in der Lage sein, die Elemente beliebig vielen Beobachtungen den 
Principien der Wahrscheinlichkeit nach anzuschliessen , und die störenden Einflüsse 
der Planeten auf die Bewegung des zu berechnenden Himmelskörpers zu ermitteln. 
Die Störungen selbst kommen unter einem zweifachen Gesichtspunkt in Betracht; man 
geht entweder von einem bestimmten Punkt der Bahn aus und verfolgt Schritt für 
Schritt die störenden Einflüsse der Planeten (specielle Störungen) oder man zerlegt die 
Störungen in eine Anzahl von Perioden von sehr verschiedenen Zeitintervallen (all- 
gemeine Störungen) und ermittelt für einen gegebenen Zeitpunkt die Störungen da- 
durch, dass man die Summe der für dieses Zeitmoment geltenden periodischen Störungen 
ermittelt; man ist aber oft gezwungen einigen Zeitperioden eine unendlich lange Dauer 
zuzuschreiben und man erhält demnach aus$er den periodischen Störungen solche, 
welche mit der Zeit anwachsen und säkulare genannt werden. Die Behandlung der 
Störungen auf die zuletzt angegebene Weise schliesse ich vorläufig aus und werde im 
zweiten Bande nur die Methode der speciellen Störungen berücksichtigen. 

Beide Bände zerfallen gleichmässig in zwei Unterabtheilungen ; die Lösung der 
hier in Betracht kommenden Aufgaben setzt gewisse Kenntnisse voraus, ohne deren Bei- 
hilfe das Vcrständniss der nothwendigen Ableitungen entweder schwer oder gar nicht 

Dp polier, Bahnbeitimmungeii. 1 
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erlangt wird; desshalb habe ich beiden Bänden einen präparatorischen Theil voran- 
geschickt der die später nothwendigen Disciplinen in der nöthigen Ausdehnung be- 
handelt; die Erläuterungen sind für den Anfänger durchaus nöthig^ ich meine aber^ 
dass es auch dem erfahrenen Astronomen oft angenehm ist, alles Zusammengehörige 
übersichtlich angeordnet vorzufinden. 

Häufig ist die Darstellungsweise und manche der zum Vortrag gebrachten Me- 
thoden neu; der erfahrene Leser wird diess bei einer oberflächlichen Durchsicht sofort 
erkennen. Ich habe stets die Methoden auszuwählen mich bestrebt, die die grösste 
Sicherheit in Erlangung des Zieles gewähren; es war demnach bei der Auswahl der- 
selben nicht immer die Kürze massgebend. 
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Ermitüung der Bahnelemente eines Himmelskörpers des Sonnensystems 
ans drei oder yler Beobachtungen, 



Erster Theil. 

(Präparatorischer Theil.) 

I. Absolmitt. Die Ooordinaten in ihrem gleichzeitigen Verhalten zu einander. 
1. Elntheilang der HimmelskugeL 

Der Ausgangspunkt der Untersuchung über die wahre Bahn eines Himmels- 
körpers ist die scheinbare Bahn , welche letztere man durch die Beobachtungen min- 
destens näherungsweise kennen lernt. Die Beobachtung gibt für eine bestimmte Zeit 
den scheinbaren Ort dieses Körpers auf die Himmelskugel projicirt an. Um nun diese 
Ortsangabe nach bestimmten Normen ausfuhren zu können, muss irgend eine Annahme 
über ein Coordinatensystem gemacht werden , welches als Ausgangspunkt der Zählung 
dient; es ist im Allgemeinen gleichgültig, welches Coordinatensystem in Anwendung 
kommt, doch sind nur gewisse wenige Systeme aus praktischen Gründen in Gebrauch 
gekommen; ich kann mich daher im Folgenden auf die Betrachtung dieser beschränken. 

Ein Punkt auf der Erdoberfläche beschreibt einen Weg im Räume , der aus drei 
wesentlich verschiedenen Bewegungen zusammengesetzt ist. Die erste Bewegung ist 
bedingt durch die Rotation der Erde um ihre Achse ; die Periode dieser Bewegung ist 
ein Tag. Die zweite Bewegung hängt ab von dem Fortschreiten der Erde in ihrer Bahn 
um die Sonne ; die Periode ist hier das Jahr. Femer bewegt sich die Sonne im Räume, 
an dieser Bewegung nehmen alle Körper des Sonnensystems Theil, mithin auch die 
Erde ; über die Richtung, das Mass und die Zeit dieser Bewegung ist wenig mit Sicher- 
heit ermittelt. Für den vorliegenden Zweck ist aber diese letztere Bewegung ohne 
Belang , da es hierbei nur auf die relative Bewegung des Himmelskörpers gegen das 
Sonnencentrum ankommt; die ersteren Bewegungen jedoch sind von besonderem Inte- 
resse, da dieselben die beiden wichtigsten Coordinatensysteme bedingen. 

Legt man parallel der täglichen Bewegung des Erdortes eine Ebene , oder all- 
gemeiner eine Ebene , welche senkrecht auf der Rotationsachse der Erde steht , so ist 
der Durchschnitt dieser Ebene mit der Ilimmelskugel der Aequator, der nothwendig 
ein grösster Kreis ist. Der Aequator theilt die Himmelskugel in zwei Hemisphären ; 
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man bezeichnet diejenige als die nördliche, gegen welche der Nordpol der Erde gerichtet 
ist, die andere als die südliche; man verbindet mit ersterer als Symbol das positive 
Zeichen, mit letzterer das negative. 

Legt man parallel der jährlichen Bewegung der Erde eine Ebene, so ist der 
Durchschnitt dieser Ebene mit der Himmelskugel die Ekliptik. Die Ekliptik theilt als 
grösster Kreis ebenfalls die Himmelskugel in zwei Hemisphären; in der nördlichen (posi- 
tiven) Hemisphäre der Ekliptik liegt der Nordpol des Aequators, in der südlichen 
(negativen) der Südpol des Aequators. 

Der Aequator und die Ekliptik schneiden sich als grösste Kreise in zwei Punkten, 
die i8o° von einander entfernt liegen, den Tag- und Nachtgleichenpunkten. Als An- 
fangspunkt der Zählung im Aequator und in der Ekliptik nimmt man den einen Tag- 
und Nachtgleichenpunkt und zwar denjenigen , in dem die Ekliptik in der Bewegungs- 
richtung der Erde beschrieben , aus der südlichen Aequatorhemisphäre in die nördliche 
ansteigt; dieser Punkt ist der Frühjahrs-Tag- und Nachtgleichenpunkt (Y) oder kürzer 
der Frühjahrspunkt. Die Neigung der Ekliptik gegen den Aequator nennt man die 
Schiefe der Ekliptik (e). 

Es sind durch die eben angestellten Betrachtungen zwei Coordinatensysteme 
erlangt, die völlig vom Standpunkte des Beobachters unabhängig sind ; man kann dem- 
nach beide dieser Systeme ohne einen weiteren Zusatz zur Bestimmung der Lage eines 
Punktes benützen und diese Bestimmung kann entweder durch die polaren oder recht- 
winkligen Coordinaten vermittelt werden. Die in der Praxis eingeführte Zählart der 
polaren Aequatorcoordinaten ist die folgende : die eine Coordinate wird in der Ebene 
des Aequators vom Frühjahrspunkte im Sinne der Erdrotation gezählt (von West über 
Süd nach Ost) , also im umgekehrten Sinne zur scheinbaren täglichen Bewegung der 
Gestirne. Man nennt diese Coordinate die gerade Aufsteigung oder Rectascension (a); 
dieselbe wird entweder in Bogen oder Zeitmass angesetzt; erstere Zählweise gründet 
sich darauf dass man die Peripherie in 360 Grade theilt, welche wieder im Verhältnisse 
1 : 60 in Bogenminuten und Kogensekunden zerfällt werden , die letztere Zählweise, 
welche durch die nothwendige Verbindung der Beobachtung mit der Zeit besonders 
bequem ist, theilt die Peripherie in 24 Stunden und diese letzteren wieder im Verhältr- 
nisse i : 60 in Zeitminuten und Zeitsekunden. Es ist demnach 

15"= lA , i» = 4W 

15' = !^'» , i' =4-^ 

15"= i^ , i" = 0*0666 . . 
Es geschieht also der Uebergang von Bogenmass auf das ZeitiÄass durch die 
Division mit 1 5 und umgekehrt durch Multiplikation mit derselben Zahl. Diese Trans- 
formation kann durch Hilfstafeln , welche sich in fast allen astronomischen Tafelsamm- 
lungen vorfinden leicht genug durchgeführt werden; doch bietet die Anwendung dieser 
Tafeln keinen Vortheil gegen das eben zu beschreibende Verfahren , welches man bei 
dieser Transformation einschlagen kann, zumal wenn dasselbe durch einige Uebung 
dem Rechner geläufig geworden ist. Es sei ein gegebener Bogen in Zeitmass zu ver- 
wandeln. Man dividirt die Grade durch 15 und erhält, wenn man den Rest vorläufig 
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ausser Acht lässt die Anzahl Stunden, die man sofort hiußchreibt; die Division des 
Restes durch 1 5 geschieht einfach , indem man denselben im Kopfe mit 4 multiplicirt 
und das Resultat als in Zeitminuten ausgedrückt betrachtet; diese 2^hl er&hrt eine 
Korrektion (stets kleiner als 4 Einheiten) , wenn die zu verwandelnden Bogenminuten 
der Zahl nach mehr als 15 sind; man dividire, wie das mit den Graden geschehen ist, 
die angesetzten Bogenminuten mit Ausserachtlassung des Restes durch 1 5 und fügt die 
so erhaltene Zahl zu den durch den Rest in den Graden vorhandenen Zeitminuten 
hinzu. Der Rest in den Bogenminuten wird durch die Multiplikation mit 4 in Zeit- 
sekunden verwandelt und zu diesem der Quotient addirt, der sich aus der Division der 
angesetzten Bogensekunden ergibt/ Bei einiger Uebung wird man diese Transformation 
so schnell auszufuhren im Stande sein, als man überhaupt Zahlen hinzuschreiben ver- 
mag. Ich werde ein Beispiel hier ansetzen und die im Kopfe auszuführenden Rechnungen 
eben&Us hinschreiben , um das Schema der Operationen auf einen Blick zu übersehen. 
Es sei zu verwandeln : 

350^48' 33"78 



Man hat : 



350" 
IS 



= 23^-1-5 X, 4 Zeltminuten 

= + 3*^* + 3 X 4 Zcitsekuiiden 



15 ' *^ 

2^h 23»'* 14*252 

Aus dem eben Mitgetheilten wird sich leicht das inverse Verfahren ableiten 
lassen, um eine in Zeitmass angesetzte Rectascension in Bogenmass zu verwandeln. 
Man verwandelt die Stunden durch die Multiplikation mit 1 5 in Grade und sieht nach, 
wie viel mal die vorgesetzten Zeitminuten durch 4 theilbar sind; das Resultat addirt 
man mit Ausserachtlassung des Restes zu den bereits gefundenen Graden und setzt die 
Summe als Grade an ; den in den Bogenminuten erhaltenen Rest (der niemals grösser 
als 4 sein kann) multiplicirt man mit 1 5 imd addirt hiezu die Zahl, welche die Division 
der angesetzten Zeitsekunden durch 4 ohne Rücksicht auf den Rest ergibt , die Summe 
sind die anzusetzenden Bogenminuten. Den bei der Division der Zeitsekunden mit 4 
erhaltenen Rest verwandelt man durch die Multiplikation mit 15 in Bogensekunden. 
Es sei zu verwandeln : 



2^h 23*» 14*252 



Man hat : 



23ÄX15 = 345" 

= 5*H- 3 X 1 5 Bogenminuten 

121?. = 3' _|_ (2*252) X 15 Bogensekunden 



23"' 
4 
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Die zweite polare Aequatorealcoordinate ist die Abweichung oder Deklination {d) 
und wird in der Richtung von dem Aequator zu den Polen gezählt und zwar positiv in 
der nördlichen, negativ in der südlichen Hemisphäre. Es ist also d < ± 90®. Ma» zählt 
aber bisweilen diese zweite Coordinate von dem Nordpole über den Aequator zum Süd- 
pole hin bis 180° und nennt diese Coordinate die Nordpolardistanz (ttJ; man kann aber 
ebenso als Ausgangspunkt der Zählung den Südpol wählen und erhält so die Südpolar- 
distanz [Ttg) . Die Relationen sind demnach zwischen diesen verschiedenen Zählweisen : 

d = 90" — ^n = ^'^s — 90° 

Ttf^ = 90" d = 180" Ttg 

7t g = 90® -^ d = 1 80^ 7t^ 

Für die analytische Behandlung ist aber oft die Einfuhrung der rechtwinkligen Co- 
ordinaten statt der polaren vorzuziehen ; bezeichnet man mit q den Radius der Himmels- 
kugel so wird : x = q cos d cos a 

y = Q cos(J sincf 

z z= Q sind 
Man sieht aus diesen Gleichungen sofort, dass die positive X-achse durch den Früh- 
jahrpunkt gelegt ist, die positive Y-achse trifft die Himmelskugel in der Rectascension 
90° = 6^, die positive Z - achse geht durch den Nordpol. 

In dem Coordinatensystem der Ekliptik wird die der Rectascension analoge Co- 
ordinate Tjänge {X) genannt und wird im Sinne der Bewegungsrichtung der Erde vom 
Frühjahrs -Tag- und Nachtgleichenpunkte gezählt; die in diesem Coordinatensysterae 
der Deklination in Zählweise völlig analoge Coordinate ist die Breite (ß). Für die 
rechtwinkligen Coordinaten ist wieder 

X = Q cos/9 cosl 

y = Q cos/? sinA 

z = Q sinß 
woraus sofort die Lage der Coordinatenachsen erkannt wird. 

Ausser dem bisher betrachteten Systeme kommen noch zwei weitere in Betracht, 
die vom Standorte des Beobachters abhängig sind. Das eine System , welches bei den 
geodätischen Bestimmungen von hoher Wichtigkeit ist (Azimuth und Höhe) , kann fu 
das vorliegende Werk als unwesentlich von der Betrachtung ausgeschlossen werden ; 
das andere Coordinatensystem (Stimdenwinkel und Deklination) ist aber bei der Be- 
rechnung der Parallaxe sehr wichtig; das Coordinatensystem des Stundenwinkels ist fest 
völlig identisch mit dem des Aequators, nur der Ausgangspunkt und die Zählungs- 
richtimg ist in der einen Coordinate verschieden. Die Deklination (d) ist beiden 
Systemen gemeinsam, die andere Coordinate zählt man aber vom Meridian des 
Beobachtungsortes aus und zwar in der der Rectascensionszunahme entgegengesetzten 
Richtung, also im Sinne der scheinbaren täglichen Bewegung der Himmelskugel und 
nennt diese Coordinate den Stundenwinkel {t). Der Stundenwinkel des Frühjahrs- 
punktes wird Sternzeit [d) genannt. Es ist also 

6 — f = a 

t = 6 — a. 
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Für die rechtwinkligen Coordinaten ist wieder 

X = Q cos d cos t 

y z= Q cos d sin t 

z = Q sin d 
Die pr)sitiYe X-achse triflFt die Himmelskugel in dem sichtbaren (über den Horizont 
befindlichen) Durchschnittspunkte des Meridians und Aequators, die positive Y-achse 
ist gegen den Westpunkt gerichtet, die positive Z-achse gegen den Nordpol. 

2. Transformation der Coordinaten. 

a. Der Anfangspunkt der Coordinaten bleibt unverändert. 

Die bislang betrachteten Coordinatensysteme haben einen gemeinschaftlichen 
Anfangspunkt , und es sollen die Relationen eruirt werden , welche zwischen den ver- 
schiedenen Coordinatensystemen bestehen ; hierbei bietet sich zur Betrachtung haupt- 
sächlich die Transformation der Aequatorcoordinaten in ekliptikale und umgekehrt dar ; 
das wenige was über die Beziehungen des Stundenwinkels zur Rectascension zu sagen 
nöthig ist, ist schon im ersten Kapitel erledigt worden. Die zuerst bemerkte Trans- 
formation kommt jedoch bei Bahnbestimmungen sehr häufig vor, da die Beobachtungen 
mit seltenen Ausnahmen fast stets auf den Aequator als Fundamentalebene bezogen 
sind^ während bei ersten Bahnbestimmungen die Wahl der Ekliptikalcoordinaten viele 
Vortheile gewährt. Bei diesen Transformationen kommen jedoch zwei wesentlich ver- 
schiedene Aufgaben in Betracht; es ist entweder die Lage eines grössten Kreises (Ebene) 
die für das eine System bekannt ist , auf das andere zu beziehen oder es sind die Co« 
ordinaten eines Punktes zu transformiren. Ich werde die erstere Aufgabe zunächst 
behandeln. 

Die Lage zweier grössten Kreise gegen einander wird gewöhnlich durch zwei 
Angaben bestimmt, sobald der eine grösste Kreis zu einer Fundamentalebene gehört, 
nämlich durch den Abstand des einen Durchschnittspunktes (Knoten) vom Anfangs- 
punkte der Zählung imd ferner durch die gegenseitige Neigung (»). Um aber hierbei 
Alles unzweideutig bestimmt zu haben, muss man gewisse Regeln festhalten. Vorei*st 
hat man zwei Knoten, indem sich zwei grösste Kreise stets in zwei i8o° von einander 
entfernten Punkten schneiden ; da der vorliegende grösste Kreis in den hier in Betracht 
kommenden Fällen fast stets dner Bahn ebene eines Himmelskörpers entsprechen wird, 
so wird man als bezeichnend annehmen dürfen , dass derjenige Knoten der aufsteigende 
(Jl) sei , in dem der grösste Kreis in der Bewegungsrichtung des Himmelskörpers ge- 
zogen die Fundamentalebene schneidet , um aus der südUchen in die nördliche Hemi- 
sphäre zu gelangen; der andere Knoten, in dem der Himmelskörper aus der nördlichen 
Hemisphäre in die südliche tritt, ist der niedersteigende (y). Als Neigung wird man 
clen Winkel auffassen , den die beiden grössten Kreise beim aufsteigenden Knoten in 
der Richtung der Zählung und Bewegung gezogen einschliessen. Die Neigung ist 
desshalb innerhalb der Grenzen o" und 180" eingeschlossen. Bei Kometen zählt man 
häufig genug sehr unzweckmässig die Neigung nur bis 90" und bezeichnet ähnlich wie 
früher denjenigen Knoten als den aufsteigenden , wo der grösste Kreis (Bahnebene) in 
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der Richtung der Bewegung des Himmelskörpers gezogen, aus der südlichen in die 
nördliche Hemisphäre ansteigt; ist diese Richtung mit der Bewegungsrichtimg der Erde 
gleichsinnig (nehmen die heliocentrischen iJuagen zu) y so bezeichnet man dies durch 
den Beisatz: die Bewegung ist direkt; ist dieselbe aber entgegengesetzt (nehmen die 
heliocentrischen Längen ab) so bezeichnet man die Bewegung des Kometen als retrograd. 
Im ersteren Falle wird die Neigung wie früher gezählt , im letzteren Falle aber setzt 
man als Neigung den Winkel an , den die Bewegungsrichtung des Kometen mit dem 
grössten Kreise der Fundamentalebene, in der zur Zählung umgekehrten Richtung 
gezogen , bildet ; also das Supplement der Neigung. In der Folge werde ich , wenn 
nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt ist , stets unter aufsteigenden Knoten und 
Neigung die zuerst definirten Begriffe verstehen, die von Gauss zuerst vorgeschlagen 
wurden und mit Recht als die einzig richtigen allgemein in Anwendung gebracht 
werden sollten. 

An diese Betrachtungen schliesst sich unmittelbar die Erklärung eines weiteren 
Elementes, weldies bei Bahnbestimmungen auftritt und ebenÜBills von der Wahl der 
Fundamentalebene theilweise abhängig ist. Durch den Knoten und die Neigung ist 
zwar die Bahnebene ihrer Lage nach bestimmt, doch die Bahn des Himmelskörpers 
kann als solche innerhalb dieser Ebene beliebig gedreht erscheinen; um nun auch hier 
Alles imzweideutig bestimmen zu können, nimmt man einen ganz bestimmten Punkt 
in der Bahn heraus, dessen Lage in dem grössten Kreise der Bahnebene durch den 
Abstand vom aufsteigenden Knoten fixirt wird und man wählt denjenigen Punkt in 
dem grössten Kreise aus , in welchem sich der Himmelskörper von der Sonne aus ge- 
sehen befindet, wenn er derselben am nächsten ist (Perihel). Der Abstand dieses 
Punktes vom aufsteigenden Knoten in der Bewegungsrichtung des Himmelskörpers 
gezählt wird der Abstand des Perihels vom Knoten (co) genannt und die Summe der Bögen 

ö; + ß = 7r 
die Länge des Perihels (wenn die Ekliptik, wie dies wol meistens der Fall ist, als Fun- 
damentalebene gewählt ist) . Bei der älteren Zählweise , bei der zwischen direkter ttnd 
retrograder Zählung imterschieden wird , bezeichnet man den Bogen zwischen Perihel 
aufsteigendem Knoten in der Bewegungsrichtung der Erde gezählt, als Abstand des 
Perihels vom Knoten und wieder die Summe dieses Bogens und der Länge des auf- 
steigenden Knotens als Länge des Perihels. Es ist also, wenn ich die nach der älteren 

Zähl weise angesetzten Elemente mit dem Index do« versehe 

t = i8o — to , CO = 360° — Wo = — Wo 

ß=ßo > ^ =2ßo — ^o 

oder umgekehrt 

t^j= 180 -— t , Wo = 360^ — w = — W 
fto= ft , /To = 2 ß — 7C 

Für den Kometen I. 1866 habe ich gefunden 

n = 42« 24' i"69 , TTo = 60« 28' 4"8i 
ß = 23i"26' 3"25 , ßo = 23i«26'3"25 
• =i62«4i'54"77 > to = I7^i8'5"23 
w = 170« 57' 58"44 , ^o = 189« 2' i"56 



Bew. retrograd. 
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Bew. retrograd. 



Für den Kometen III. 1862 wird sein 

TT = 290° 12' 47" 84 , TTo = 344^41' 32" 20 

ß = 137° 27' 10" 02 , fto = U7° 27' 10" 02 

t =iii°34' i2"24 , t; = 66°25'47"76 

(o — 152° 45' 37" 82 , Wo = 207° 14' 22" 18 
Es sei iy H und w in Bezug auf die Ekliptik bekannt^ es seien die analogen 
Grössen in Beziehung auf den Aequator^ T, ß' und ü/, zu suchen. Betrachtet man das 
sphärische Dreieck zwischen Aequator, Ekliptik und der Bahn und erinnert sich, dass 
mit € die Schiefe der Ekliptik bezeichnet wurde, und bezeichnet mit a die dem Winkel e 
gegenüberliegende Seite, so ergeben sofort die Gauss 'sehen Analogien zur geforderten 
Transformation : 

cos^ f ' sin i (ß' -+- a) = cos^ (t — e) sin ^ ß 

cos^ i' cos^ (ß' + a) = co8|^ [i + e] cos^ ß 

sin^ »' sin | (ß' — . a) = sin { [i — e) sin ^ ß 

sin^ f cos|^ (ß' -— (t) = sin^ (t + e) cos^ ß 
Der Abstand des Perihels vom Knoten wird aber transformirt nach: 

m' = w -\- a 
und es ist weiter : 7t' = ö>' -t- ß' 

Man kann aber auch andere Formeln aufstellen^ die man als ControUe benutzen kann, 
wenn eine solche wünschenswerth erscheinen sollte. Aus demselben sphärischen Drei- 
ecke findet sich leicht : 

sint' cosß' = sin e cos» + cosfi sin» cosß 

sine' sin ß' = sin i sinß 

cos» ' = cosfi cos» — sin £ sin »' cos ß 

sin » ' cos a = cos e sin i + sin e cos»* cos ß 

sin»' sin a = sin £ sin ß 
Setzt man also, um die eben angestellten Formeln etwas ziisammen zu ziehen 

sin»* cosß = sina sin ^ 
cos» =sinacos-4 
sin »' = sin i sin £ 

cos» cosß =sinÄcos5 
in welchen Formeln es gestattet sein wird, sowol sina als auch sini positiv anzunehmen, 
so wird: sin»*' cosß' = sina sin [Ä + e) 

sin»' sin ß' == sin»* sinß , 

sin»*' cosa = sinÄ sin (5 + e) 

sin»*' sin a = sin € sin ß 

cos»*' = sina cos (-4 + «) 

Co' = Ol -f- 

n' =ft>' + ß' 
Ein Zweifel, in welchen Quadranten die Winkel anzunehmen seien ^ kann weder im 
ersteren noch in letzterem Rechnungsschema entstehen, da »' stets kleiner als 180^ ist; 
es ist demnach sin^ »*', cos|-»*' und sin»*' stets positiv. 

Um vorstehende Vorschriften durch ein Beispiel zu erläutern, werde ich die 
oben angesetzten Elemente des Kometen III 1862, die sich auf die Ekliptik be- 
ziehen, in äquatoreale umwandeln. Die anzuwendende Schiefe der Ekliptik ist: 

Oppolxer, Bahnbestimmtingen. 2 
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23° 2f 25"53; ich werde zuerst zu dieser Transformation die Gauss^schen Analogien 
benutzen ; die Rechnung stellt sich dann wie folgt : 



i» 56°47'.6"i2 


cos^e 


' sini (ft' + ff) 


9.818 4063 


ie II 43 42.765 




sin 
cos 


9-991 3253 


i («■ - «) 45 3 23.355 


coe^ t 


' C084 (ß' + ff) 


9.123 5076 


\ (t + fi) 68 30 48.885 




tg i (ft' + ff) 


0.694 8987 


iß 68 43 35.01 




i (ft' + ff) 


78° 35' io"78 


cos^ (t — e) 9.849 0564 


sin ^ i 


' sini iü' - ff) 


9.819 2626 


9mi(ft) 9.969 3499 




sin 
cos 


9.949 4706 


sin-J [i — e] 9849 9127 


sin 4^«' 


cos| (ß' — ff) 


9.528 4121 


C08^ (»+«) 9-563 8140 




tg i (ft' - ff) 


0.290 8505 


cos^ (ft) 9-559 6936 




4 (ft' - ff) 


62« 53' 38V 


sin 4^ (»" + «) 9.968 7185 




sin-^ t' 


9.869 7920 






C08| i' 


9.827 0810 


ft' 141° 28' 49"i8 




tg 4»' 


0.042 7110 


«" 95 37 32-62 




*»•' 


47°48'46"3i 


w' 168 27 10.20 




a 


15 41 32.38 


»^ 309 55 39-38 




m 


152 45 37.82 



Bei dieser Berechnung kann zur theilweisen Priifimg der Richtigkeit derselben nach- 
gesehen werden ob die für sin^ V und cos^ i' gefundenen Werthe zu demselben 
Winkel gehören. 

Will man nun die zweite der oben angeführten Formen zu dieser Verwandlung 



benutzen^ so wird man finden : 






sin« 


9.599 9509 


cos [A + t 


) 9n096 6153 


sinß 


9.830 0736 


sma 


9.894 7439 


sme 


9.962 1665 


sin (-4 + £ 


) 9n996 5850 


cos 12 


9^867 3026 


sint' cosft 


9„89i 3289 


cosf 


9^601 919I 


cosQ' 
sin Q' 


9n893 4257 


cos^ ) 
sin -4 ) 


9n934 7252 


sine' sinQ' 


.9.792 2401 


sina sin .4 


9n829 4691 


tgQ' 


9n900 91 12 


tg^ 


0.227 5500 
239^22' i"38 


sinf 


9.997 9032 


A 


sin (5 + 6 


) 9-997 8930 


A + e 


262^49' 26"9i 


sin J 


9.983 5138 


sinb cosB 


9.469 2217 


sint" cos<T 


9.981 4068 


cos 5 ) 
sin 5 ) 


9.978 6527 


COS(T 

sina 


9.983 5036 


tffB 


0.492 9448 


sint' sin a 


9.430 0245 


B 


72«io'56"o5 


tg(T 


9.448 6177 


jB + e 




95^38' 2 1"58 


ff 


i5»4i'32"35 


Q 


141° 28' 49.19 


w 


152 45 37.82 


V 


95 37 32.67 
168 27 10.17 


sint' 


9-997 9032 


«' 


cost" 


8*991 3592 


TT' 


309 55 59.36 


tgi' 


i„oo6 5440 
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Für die Lösung der umgekehrten Aufgabe, nämlich die Ermittlung der Eklip- 
tikalelemente aus den äquatorealen , ^erdto ^ch ganz ähnliche Hilfsmittel finden 
lassen. Das sphärische Dreieck zwischto der Ekliptik , dem Aequator und der Bahn 

wird geben: 

sin ^ i sin ^ (Q + a) = sin |- (t ' + e) sin \ Q' 

sin \ i cos^ (Q -1- a) = sin \ [% — «) cos^ Q' 

cos^ i sin^ (Q — a) =^ cos^ [V + fi) sin|^ Q' 

cos|^ i cos|- (Q — a) = cos^ [V — e) cos^ Q' 
und es ist, ganz ähnlich wie früher: 

w = ia' — a 

Will man die Einführung der halben Winkel umgehen, so wird man haben 
sini' cosQ' = sina' sin-4' 
cos*' = sin a' cos -4' 
ßint' =a sini' sinjB' 
cost' cosQ' =3 sinÄ' cosjB' 
sin i cos Q == sin a ' sin [A' — e) 
sint sin Q =3 sin»" sinQ' 
sine cosa = sini' sin [B* — e) 
sin i sin a = sin € sin Q ' 

cos« = sina' cos [A' — e) 
eü = (ü' — a; 7r==ct>4-^* 
Zur Erläuterung der eben angesetzten Formeln nehme ich das oben gewählte 
Beispiel vom Kometen III. 1862 wieder vor. Die äquatorealen Elemente sind: 

Ö'= i4i°28'49''iS > ^' = 309° 55' 59"36 
f ' = 95" 37' 32"65 , öl' :p= i68« 27' io"i8 
mit dem bereits oben angeführten Werthe für die Schiefe der Ekliptik wird sich findeh 



i» 


47° 48' 46"325 


8in|» «inl (Q + 


0) 


9.910 4921 


i« 


11 43 42.765 


sin ) 
cos ) 




9.987 9632 


i (»•'+«) 


59 32 29.09 


siu-^ t cos^ [Q. 4- 


0) 


9.288 4171 


i {i' - e) 


36 5 3-56 


«gi(ö + 


0) 


0.622 0750 


4Q' 


70 44 24.59 
9-935 5052 


i{Q + 


<') 


76°34'2i"i9 


sini («•' + e] 


cos^» ßin^ (Q — 


0) 


9.679 9225 


sin^ Q' 


9.974 9869 


sin 1 
cos \ 




9.941 3149 


C08-J »■' + e) 


9.704 9356 


cos^ e cos^ (Q — 


«^) 


9.425 8127 


sin^ (»■' — fi) 


9.770 0970 


tgi(Q- 


0) 


0.254 1098 


cos^ Q' 


9.518 3201 
9.907 4926 


i(ö- 


ff) 


60° 52' 48"83 


cos-J- (»■' — e) 


sin|» 




9.922 5289 






cos^ % 




9.738 6076 


Q 


137" 27' I0"02 


tgi» 




0.183 9213 


t 


113 34 12.24 


\i 




56° 47' 6"! 2 


(d 


152 45 37.82 


a 




15 41 32-36 


71 


290 12 47.84 


ut' 




168 27 10.18 
2» 
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Die Berechnung nach dem zweiten Formelschema stellt sich so : 

sinß 9.599 9509 cos (A' — e) 9^707 175 1 

sin Q' 9.794 3370 sina' 9.8947438 

sint' 9.997 9031 sin (A' — e) 9^934 7252 

cos Ö' 9fß93 4257 sint cos Q 9fß2g 4690 

cost 8^991 3587 g?^ j 9n867 3026 

^^^ ( 9n99^ 5850 smisinQ 9-792 2401 

sin j 

sina' sin -4' 9^891 3288 tgQ 9n962 77 11 

tgA' 0.899 9701 sint 9.962 1664 

A' 262° 49' 26"93 sin (B' — e) 9.946 4810 

A' — € 239° 22' i"40 sinÄ 9.999 1891 

sinJ' cosJB' 8.884 7844 sint cosflr 9.945 6701 

2 1 9.998 7140 z 1 9.983 5036 

tgjB' 1.113 1187 sint sin or 9.3942879 

B' 85«35'34"68 tga 9.4486178 

B' - € 62" y ^"^ ^_ ^ ^5"" 41' 32"36 

Q "137° 27~9''98~~ w' i68«27'io"i8 

t 113 34 12.23 sin t 9.962 1665 

ö> 152 45 37.82 cost 9rfooi 9189 

7t 290 12 47.80 tgt 0^360 2475 

Hat man die Coordinaten eines Punktes zu transformiren^ und bezeichnet man 
die rechtwinkligen Coordinaten bezogen auf die Ekliptik mit x, y, z und die Aequator- 
coordinaten mit x'yy\z\ so wird sein: 

x' =^x 

y' =y COS« — z sin € 

z' = y sine + z c6s6 

Die Richtigkeit dieser Relationen leuchtet sofort ein, wenn man bedenkt, dass das 
Coordinatensystem der Ekliptik aus dem des Aequators dadurch entsteht, dass man um 
die X-achse als Drehungsachse angenommen, das Coordinatensystem des Aequators um 
den Winkel e (Schiefe der Ekliptik] dreht. Für den umgekehrten Fall wird man leicht 
aus dem Obigen finden 

x=: x' 

y = y' cos€ + z' sin« 

2? = — y' sine + z' cosc. 

Die eben aufgestellten Formeln werden ebenfalls zur Transformation der polaren 
Coordinaten dienen können. Setzt man statt der rechtwinkligen Coordinaten nach den 
im vorausgehenden Kapitel erhaltenen Relationen die polaren ein , so wird sich finden, 
nachdem man durchaus mit q dividirt hat, nach den ersteren Formeln 
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cos a cos d = cos X cos/? 

sin a cosd = sin X cos/? cos« — sitiß sin e 

8in(J = sin X cos/? sin € + sin/? cos6 
Die letzteren Formeln geben für den inversen Fall 
cos^ cos/? = cosa cosd 
sin X cos/? = sin a cos <) cos € -]- sin d sin £ 

sin/? = — sin a cos d sin c 4- sin d cos « 

Wendet man Additions- und Subtraktionslogarithmen an, so kann man, ohne Hilfs- 
winkel einzufahren , in der unveränderten Form die Transformation durchführen ; ein 
Zweifel in welchen Quadranten die Winkel zu nehmen sind , kann nicht entstehen , da 
cos d, beziehungsweise cos ß, immer positiv sein müssen. 

Will man jedoch die Bechnung durch Benutzung von Hilfswinkelu zusammen- 
ziehen, so hat man für den ersteren Fall : 

sin X cos/? = m cos 3f 
sin/? = m sin M 



Dann wird zunächst : 



bedenkt man aber, dass 



cos a cos d = cos A cos ß 
sin a cos d = m cos [M + ß) 
sin d = m sin [M + e) 



8in l C08/3 

m = =^^ 

eos3f 

ist, so wird man zur geforderten Transformation die drei Formeln haben : 

^ sinX 

tg„ ^ '.21SM+JI tgX 

tgd = tg (3f + e) sin« 
Für M ist es gleichgiltig in welchem Quadranten dasselbe angenommen wird, wenn 
nur der ersten Relation dem Zeichen und der Grösse nach völlig genügt wird. Bei tg a 
kann der Quadrant in dem a zu nehmen ist, zweifelhaft sein ; doch die oben aufgestellte 
Relation 

cosA cos/? = cosa cosd 
zeigt, da cos/? und cosd nothwendig positiv sein müssen, dass cosA und cosa stets 
gleich bezeichnet sind; diese Bedingimg in Verbindung mit dem für tga gefundenen 
Werth wird stets mit Sicherheit den Quadranten, in dem a anzunehmen ist, finden 
lassen. Bei tg d kann ein derartiger Zweifel nicht entstehen, da d innerhalb der 
Grenzen — 90° und + 90° eingeschlossen ist. Sollte a sehr nahe an 0° oder 180^ zu 
liegen kommen, so wird man zweckmässig in der dritten Gleichung statt sina den 
Werth tga cosa setzen; wird aber gleichzeitig tgd gross (steht das Gestirn sehr nahe 
dem Nord- oder Südpole), so dass nahehin für die dritte Gleichung die Form: 0.00 
erhalten wird, so wird man mit Vortheil statt dieser anwenden den Ausdruck : 
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^ cobM ^ 

Als Controlle der Rechnung kann dienen : 

cos (3f 4- <) cos <f sin a 

cos M 008^ sinA 

welche Gleichung man leicht aus den vorstehenden Formeln ableiten kann ; doch wird 
dieselbe wenig verlässlich sein und in den seltensten Fällen die völlig genaue Bestim- 
mung der polaren Coordinaten verbürgen. 

Für die viel häufiger nothwendige Verwandlung der Rectascension und Deklina^ 
tion in Länge und Breite wird man ganz ähnliche Formeln haben. Es wird sein 

tg<r 



tgJV 



sina 



. n COS {N— i) . 

^ cosiV^ ^ 

tg/9 = tg (iV— €) sinA. 

Um den Quadranten in dem l zu nehmen ist zu bestimmen , wird man wieder die 

Relation zu Hilfe nehmen , dass cos l und cos a stets gleich bezeichnet sein müssen. 

Als Controlle (wenig verlässlich) kann man anwenden 

cos {N — g) COS ß sin X 

cosN COS (T sin a 

Wird sinA sehr klein^ so wird man statt der dritten Gleichung setzen 

tg/? = ig {N— €) tgJi cosl 

oder wenn tg/9 sehr gross wird, während X nahe an o" oder i8o*^ ist, 

. ^ sin (iV— «) . , 

^Sß = — w-^ tgÄCOsA. 

® ^ COS iV^ ^ 

Es sei a = 8i° 48' 42^4, 3 = 68^ 27' sg^'s und € = 23° zf 25''53, so findet 

sich daraus die Länge und Breite nach folgendem Schema : 

sinX 9.998 8044 

tg/9 o.ooi 9749 

cos/? 9.848 4953 

cos/9 sinA 9.847 2997 

cos(J 9.564 7190 

cos [N — e) 9.847 8940 cos d sin« g.560 2689 f Probe. 

AT ^ cosÄ sinA o o 

sec N 0.439 1369 — ^- — 0.287 0308 
^jy Q y COS J sma ' ^ 

Ig« 0.841 9622 co8(iV-€)8eciVo. 287 0309 
tgi 1.1289931 

l 85° 45' 2"00 

ß + 45" 7'48"98 
Bei der Berechnung der Ephemeriden der Planeten und Kometen ist die Kenntniss der 
rechtwinkligen äquatorealen Sonnencoordinaten von Wichtigkeit ; man kann dieselben 
leicht aus der Länge , Breite und der Entfernung der Sonne mit Hilfe der früher an- 
gesetzten Transformationsformeln ableiten. Ist L, B und R die geocentrische Länge, 
Breite und Entfernung der Sonne, so ist vorerst 



tgd 


0.403 8589 


sina 


9-995 5499 


tgiV 


0.408 3090 


N 


68° 39' 58"42 


N-e 


45 12 32"89 
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X' = i2 cos L C08 B 

Y' = R sin L cos B cos 6 — iZ sin £ sin £ 
Z' = R sin Zr cos jB sin € + Ä sin B cos £ 
Da aber die Breite der Sonne selten genug den Werth einer Bogensekunde über- 
schreitet, so kann mit hinreichender Genauigkeit gesetzt werden : 
X' ^= -R cos L 

Y' == R sin L cos« — -R «in«. B sin i" 
Z' 3= jR sin L sin« + R cos«. B sin i" 
Die zweiten Glieder in den Ausdrücken für Y' und Z' können als Korrektionsglieder 
betrachtet werden ; man wird bei der Kleinheit derselben stets für R die Einheit ein- 
setzen dürfen und da sin« und cose selbst sehr geringen Aenderungen unterworfen 
sind, so können sin« und cose in diesen Gliedern als konstant angesehen werden. 
Nimmt man «= 23° 27' 20" und will man die Korrektionen in Einheiten der siebenten 
Decimale finden, so wird man schliesslich mit ausreichender Schärfe setzen dürfen : 

X' == R cos L 

Y' = R sin L cos« — 19.3 B 
Z' =s= R sin Jv sin « + 44.5 B 
wobei B in Bogensekunden anzunehmen ist. Diese äquatorealen Sonnencoordinaten 
finden sich in den meisten astronomischen Ephemeridensammlimgen. 

Weiter ist bei der Berechnung der Ephemeriden die Kenntniss der helio- 
centrischen Aequatorealcoordinaten des Himmelskörpers nöthig, da aber die Elemente 
meist auf die Ekliptik bezogen werden , so ist es gewöhnlich leichter die Ekliptikal- 
coordinaten zu erlangen; dieselben müssen dann erst für den Aequator transformirt 
werden ; hat man aber viele derartige Transformationen auszuführen , wie diess bei der 
Ausfülming einer Ephemeride nöthig wäre, so wird die Berechnung einiger Hilfsgrössen 
die Arbeit wesentlich abkürzen und erleichtem. 

Aus den Elementen wird man r, die Entfernung des Himmelskörpers von der 
Sonne und t?, den heliocentrischen Bogen zwischen dem Perihel und den Ort des 
Himmelskörpers in der Richtung der Bewegung gezählt, erhalten. Bezeichnet man, 
wie oben, mit w den Abstand des Perihels vom Knoten, so ist der Abstand des Himmels- 
körpers vom aufsteigenden Knoten u (Argument der Breite), in derselben Richtung 
gezählt, bestimmt durch: 

Legt. man nun ein Coordinatensystem so, dass die XY- Ebene mit der Ekliptik 
zusammenfallt., und dass die positive X-Achse die Himmelskugel in der Länge des 
Knotens trifft, so wird sein für die rechtwinkligen Coordinaten: 

ar^j = r cosu 

y^j 3= r s}n u cosi 

Zq = r sin u sin« 
Dreht man nun dieses Coordinatensystem um die Z- Achse so, dass jetzt die positive 
X-Achse mit dem Frühjahrspunkte zusammenfällt, so werden jetzt die rechtwinkligen 
Coordinaten sein 
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a: = Xq cos Q — yo sin Q 
y = aTo sin Q + y^ cos Q 

oder durch Substitution der früher gefundenen Werthe 

X = r { cosu cos Q — sin« sin Q oost } 
y = r { costt sin Q + sinw cos Q cost } 
z = r sin u sin» 
Verwandelt man nun diese Ekliptikalcoordinaten, mit Hilfe der auf pag. 12 angesetzten 
Transformationsformeln, in äquatoreale^ so wird man leicht finden : 
x' = r { cos f^ cos Q — sinw sin Q cost } 

y' = r [ cosu sin Ö cos« -j- sin« cos Q cost cosß — sint< sint sin« } 
z' = r { co8t< sinQ sin« + sinti cos Q cost sin« + sinu sint cos« } 
Setzt man nun : 

cos Q = sin a sin A 
— sin Q cos t = sin a cos A 
sin Q cos « = sin b sin B 
cos Q cost cos« — sint sin« = sini cos 5 

sin Q sin « = sin c sin C 
cos Q cost sin « + sin t cos « = sin c cos C 
so ziehen sich die obigen Ausdrücke in die folgenden zusammen : 

x' = r sin a sin {A + u) 
y' = r sin b sin (B + u) 
z' =r sin c sin (C + u) 
Die Berechnung der Konstanten by By c und C kann durch weitere Hilfsgrössen etwas 
vereinfacht werden ; setzt man nämlich : 

cos ö cost = n cos N 
sint = n sin N 
so wird : 

«cos (iV-|- «) = sinJ cosjB 
n sin (iV + «) = sine cos C, 
Man wird sina, sind und sine stets positiv annehmen können und darnach die Qua- 
dranten, in denen A, B und C zu nehmen sind, bestimmen. Zur Controlle der richtigen 
Berechnung der Konstanten wird man auf die folgende Weise einen geeigneten Aus- 
druck erhalten. Durch entsprechende gegenseitige Multiplikation der Ausdrücke für 
die Hilfswinkel ergibt sich : 

sinÄ sine sin C cosB = sin Q sin« { cosQ cost cos« — sint sin « } 
sini sine cos C sin £ = sin Q cos« { cos Q cost sin « -f- sint cos« } 
Die Subtraktion dieser Gleichungen lässt finden : 

sinÄ sine sin (C — B) = — sin Q sint 
nun ist aber auch gesetzt worden 

sin Q cos t = — sin a cos A, 
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demnach gilt auch die Gleichung : 



tfft = ; ~ - 

° smacos^ 

welche als Prüfungsgleichung benutzt werden kann. 

In den zuletzt aufgestellten Ausdrücken für die rechtwinkligen Coordinaten wird 
es zweckmässig sein , das Argument der Breite [u] aufzulösen in t? + w und w mit den 
Konstanten A, B und C zu vereinigen. Es wird dann sein 

A '{' w =^ A' a:' = r sin a sin [A' + v] 

B + ia = B' y' = r sin i sin [B' + v) 

C -{- (0 = C z' =r sin c sin ((?' -|- ^) 

Sind die Elemente auf den Aequator als Fundamentalebene bezogen , so gestaltet sich 
die Herechnung der Konstanten viel einfacher. Man wird in den obigen Ausdrücken « 
gleich Null setzen. Es findet sich dann nach einigen sehr leicht zu erhaltenden Trans- 
formationen : 

cotg ^« = - tg Ö ' cos i' sina = '^g^' 

cotg5^= ^ sinb=^'^ 

Oj, = o sine = sin»' 
Man wird den Quadranten von Af^ und B^ so bestimmen , dass sin a und sin b positiv 
werden, dann ist 

A' = Aq + w' x' =r sin a sin {A' + v) 

B' = Bi, +w' y' = r sin b sin (jB' + v) 

. C"=£ü' «' =r sine sin (C -ft?) 

Ich stelle nun die Formeln^ die zur Berechnung der Aequatorkonstanten aus den 
Ekliptikalelementen dienen^ übersichtlich zusammen : 

cos Q = sina sin ^ sin» = n sin iV 

— cos t sin Q = sin a cos A cos Q cos i = n cos N 

cos€ sin Q = sind sinB sine sin Q = sine sin O 

n cos (iV-|- fi) = sin J cos5 n sin (iV+ «) = sine cosC 

A + (a^=A' a:' = r sin a sin (^' -t- t?) 

B + o)= B' y' = r sin J sin (5' + ^: 

C + 10 = C' z' = r sin c sin (C + v] 

als Probe kann berechnet werden : 

. . sin 6 sine »in (C — £) 
tgt = ; ~ '- 

In der Kegel wird es etwas bequemer sein, die obigen Ausdrücke in der folgenden 
Form zu berechnen, wobei nur darauf zu achten ist, dass die Quadranten, in denen Ay 
B und eingenommen werden, so gewählt werden, dass sina, sini und sine positiv wer- 
den ; man wird dann rechnen dürfen nach 

coßQ ^ 

ä, r^ ' A. j • COS Q 

— te Q cos t = cote A sin a = -; — 7- 

^ ^ sin A 

cos i cos (JV" -|- «) ^ ¥> -1 sin Q cos * 

-r—?^ \^~-^ = cotg 5 sinö = — , p 

tg Q cos A cos f ^ BinB 

cosisin (iV+ f) , ., sin Q sin f 

7—- ~:~. — - = cotg C sm e = — v ^ 

tg Q cos A sin « ^ sm C 

Oppolzer, Bahnbesiimmongeii. 3 
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Es können aber auch diese Konstanten dadurch erhalten werden , dass man vor- 
erst die ekliptikalen Elemente in äquatoreale verwandelt und dann nach den oben 
angedeuteten sehr einfachen Formeln die Aequatorkonstanten ermittelt. Man kann dieses 
Verfahren zur ControUe benutzen. 

In dem Heispiele, welches ich unten bei der Bahnbestimmung aus drei Orten aus- 
führe, finde ich die folgenden die Bahnlage des Planeten »Elpis« bestimmenden Elemente: 
n = i8° 35' I i"4i , ia = 208° 17' 20^73 
Q= 170« 17' 5o"68 , t = 8« 37' 46"24 
Die Schiefe der Ekliptik ist: € = 23° 27' 22^99; darnach berechnete ich die Aequator- 



konstanten wie folgt : (für log 



^^ setze ich zur Abkürzung/) 



cost 

cotg-4 
A 

sin^ 
cos Q 

sina 



9-995 0554 
9^232 9444 
9.227 9998 
260^24' i8"7i 
9^993 8818 

9n993 7429 
9.999 8611 



tgQ cohN 

COS (E -{- e) : cos€ = 0.022 9982 

cotgJB = 0^790 1967 

B = 170^47' 3i"28 

sinJB = 9.204 1707 

sinQ cos£ = 9.189 2287 

sin 6 = 9.985 0580 



tgt 9. 181 1649 
tgiV 9^187 4220 

io"i3 
12.86 



N —8° 45' 



N+e 



14 42 



cos {E + €) 
C08€ 

sin {E+€) 
sine 



9-985 5396 
9.962 5414 
9.404 5228 
9.599 9386 



cost 


tgQ 


o„762 


II 10 




COS£ 


9.994 


9125 




/ 


o„767 


1985 



sinQ 
Es wird also 



9.226 6873 



sin [£-{-£): sine = 9.804 5842 

cotgC = 0^571 7827 

C = 164° 59' 4o"43 

sinC = 9 413 1500 

sinQ sine = 8.826 6259 

sing = 9.413 4759 

C-^B = -~ 5° 4/ 5o"85] 

sin [C—B] == 9^004 3736 

sinb sine = 9.398 5339 

COS^ = 9,i22I 8817 

sinacos^ = 9„22i 7428 

sin (C — B) sin Ä sine = 8^402 9075 

tgt = 9. 181 1647 



Probe. 



x' = r. 9.999 8611 sin (108° 41' 39^44 -\- v) 
y' = r. 9.985 0580 sin ( 19 4 52.01 + ??) 

1. 16 H- v) 



z = r, 9.413 4759 sin ( 13 17 
Die Zahlen für sina, sin J und sine habe ich überstrichen, um damit anzudeuten, dass 
statt der Zahlenwerthe die Logarithmen angesetzt sind. 

Die eben angegebenen Formen können jedoch nach der Natur der Bahn auch 
zweckmässig abgeändert werden; findet nämlich die Bewegung in einer Parabel statt, 
so ist, wenn man mit q den Perihelabstand bezeichnet, bekanntlich 

r = q sec^^ v 
man wird demnach in obigen Fonneln einsetzen : 

^ sin a = m 
q sin b = n 
q sin c =. p 
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und dann erhalten : 

x' = m sin (-4 ' + f?) sec 2|. f? 
y' = n sin {B' + t?) sec^^ t? 
z' =^ p sin (C + ü) sec^l t?. 
Ist die Bahn wenig vom Kreise verschieden (Planetenbahn) so wird man ebenfalls mit 
obigen Ausdrücken noch zweckmässige Transformationen durchführen. Es wird im 
zweiten Abschnitte gezeigt werden, dass zur Berechnung von v ein Hilfswinkel Enöthig 
ist, der die excentrische Anomalie genannt wird, und mit v und r durch die zwei fol- 
genden Relationen verbunden ist: 

r sin t? = a sin E cos (p / 

r cos V = a cos JS — a sin ^ 
a und q) sind Konstanten , deren Bedeutung ebenfalls im zweiten Abschnitte erörtert 
wird. Schreibt man zunächst für die Werthe der Coordinaten die aufgelöste Form hin, 
so wird erhalten : 

x' = r sin a sin^' cost? -f r sin a cos-4' sint? 

y' = r sin b sin5' cost? + r sin J cos JB' sint? 

z' = r sin c sin C' cosi? + ^ sin c cos C sint? 

Ersetzt man die Werthe r sin v und r cos v durch die oben 'angedeuteten Relationen, 

so wird man erhalten, wenn man weiter einführt 

a sinö sin-4' = / sinL a sinÄ sin^B' = m sin 3/ 

a sin a cos y cos A' ==: l cos L a sin i cos q> cos B' = m cos M 

— siny / sini = X — siny m sin Jfef = /u 

a sin c sin (?' = w sin iV 
a sine cosy cos C = n cosN 
— sin g> n sin N = v 
als neue Form für die rechtwinkligen Aequatorcoordinaten 

x' = l sin {E + L) + X 

y ' = m sin (£ 4- 3/ ) + ^ 

z' = n sin (E + N) +v 

welche Form bei der Berechnung einer Plane tenephemeri de sehr wesentliche Vortheile 

darbietet. 

b. Der Anfangspunkt des Coordinatensy stems wird geändert. 

a. Heliocentrischer und geocentrischer Ort, 

Die Himmelskörper projiciren sich von der Erde aus gesehen (geocentrischer 
Ort) auf einen anderen Punkt der Himmelskugel als dies von der Sonne aus geschieht; 
die Beobachtungen geben, wenn man vorläufig von kleinen Reduktionen (Parallaxe^ 
absieht , geocentrische Orte , während die Theorie der Bewegung der Himmelskörper 
fast immer eine Rückkehr auf das Attraktionscentrum (heliocentrischer Ort) erfordert. 

3* 
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Bezeichnet man mit X, y und Z die geocentrischen Coordinaten der Sonne, mit ^, ?; 
und ^ die geocentrischen Coordinaten des Himmelskörpers und endlich mit Xy y und z 
die heliocentrischen Coordinaten desselben, so ist 

Die Rerechnungsart der Grössen x, y, Zy X, Yund Z ist im vorausgehenden Kapitel 
angedeutet worden, es ist daher mit Hilfe der eben aufgestellten Relationen die Eruirung 
von §, T] und ^ ermöglicht; will man sofort die geocentrischen polaren Coordinaten 
kennen, so wird sein, wenn mit q die geocentrische Entfernung bezeichnet wird, und 
unter der Voraussetzung äquatorealer Coordinaten : 

Q cos a cos d =t a: + X 
Q sin «cos d = y + Y 
Q sind = z + Z. 
Diese Form des Ueberganges auf geocentrische Coordinaten wird besonders bei der 
Ausfuhrung von Ephemeriden Anwendung finden ; bei ersten Bahnbestimmungen je- 
doch , wo fast ausschliesslich die Ekliptik als Fundamentalebene gewählt wird , werden 
etwas abgeänderte Formen mit Vortheil benutzt. Da die Breite der Sonne stets sehr 
klein ist, so kann dieselbe meist vernachlässigt werden; soll aber dieselbe mit in Rech- 
nung gezogen werden , so werden weiter unten Methoden mitgetheilt werden , die eine 
strenge Eliminirung der Sonnenbreiten gestatten, so dass in aller Strenge dann B = o 
gesetzt werden darf Ich werde daher die Z-Coordinate der Sonne der Null gleich 
setzen. Bezeichnet man mit /, h und r die heliocentrische Länge, Breite imd Ent- 
fernung (Radius vector) des Himmelskörpers, mit L und R die geocentrische Länge 
und Entfernung der Sonne (die Breite wird dem eben Angeführten gemäss der 
Null gleich angenommen), mit i, ß und q die geocentrische Länge, Breite und Ent- 
fernung des Himmelskörpers, so wird , wenn man statt der rechtwinkligen Coordinaten 
sofort die polaren hinschreibt : 

q cos X cos/? = r cos / cos b + R cos L 

^ sin A cos/? = r sin / cos J -t- iJ sin L 

q sin/? = r sinJ. 

Diese Formeln können von Fall zu Fall wesentlich vereinfacht werden; zählt man die 

Längen von einem Punkte aus dessen Länge gleich L angenommen wird, so erhält man 

aus diesen Gleichungen : 

q cos [X — L) cos/? = r cos (/ — L) cos i -}- i? 
q sin [X — L] cos/? = r sin (/ — L) cos h 
q sin/? = r sin b. 
Wählt man als Ausgangspunkt die Länge / so vdrd: 

q cos [X — /) cos/? = r cos b -{- R cos [L — /) 
q sin [X — /) cos/? = JB sin {L —l) 
q Binß = r sin 6. 
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Zählt man 9 wie diese beim Ueber^ng auf den heliocentrischen Ort vortheilhaft ist^ 
aHe Längen von k aus und setzt der geforderten Transformation entsprechend die 
Formeln um, so wird man haben : 

r cos (/ — X) cos b = Q cos/J — J? cos (l — L) 
r sin (/ — X) cosä = R sin (X — L] 
r sinb = Q Biiiß 
Will man aus den Elementen direkt die geocentrische Länge y Breite und Entfernung 
des Himmelskörpers berechnen, so empfiehlt es sieh alle Tiängen vom aufsteigenden 
Knoten (Q) der Bahn zu zählen; es findet sich dann zunächst 

Q cos (il — Q) cos/? = r cos (/ — Q) cos 4 + R cos {L — Q) 

Q sin (X — Q) cos/9 = r sin (/ — Q) cos 4 + Ä sin [L — Q) 

Q sinß = r sin b 

Ersetzt man nun die heliocentrischen Längen und Breiten durch das Argument der 

Breite und die Neigung der Bahn , so folgt vorerst aus dem in Betracht kommenden 

rechtwinkligen sphärischen Dreiecke : 

COSU = cos (/— Q) COSÄ 

sin« cost = sin (/ — Q) cosi 
sin« sint = sinÄ. 
und man erhält zur Anwendung die höchst bequeme Form 

^ cos (X — Q) cos/? = r co&u -f- R cos [L — Q) 

^ sin (A — Q) cos/J = r sinw cos» + Ä sin (L — Q) 
Q sin ß = r sin u sin t . 

ß. Parallaxe, 

Ein mit der eben vorgetragenen Transformation der Coordinaten sehr verwandtes 
ja identisches Problem ist das der Parallaxe , nur die Art der Ermittlung der durch den 
geänderten Standort bewirkten Yerrückung des scheinbaren Ortes als Korrektionsgrösse 
verlangt eine etwas verschiedene Lösung der Aufgabe. 

Die Beobachtungen werden an der Erdoberfläche erhalten , es ist aber für die 
meisten Berechnungen von Vortheil und in vielen Fällen geboten , die Reduktion auf 
den Erdmittelpunkt oder auf einen durch die Verhältnisse bestimmten Pimkt (locus 
fictus) auszufuhren; durch diese Yerrückung des Anfangspunktes des Coordinaten- 
Systems entstehen Aenderungen in den beobachteten Coordinaten; den Unterschied 
der Richtungen y die eine vom Beobachter aus zum beobachteten Objekte gezogene 
Gerade mit einer solchen bildet, die dieses Objekt mit dem Erdmittelpunkte verbindet, 
bezeichnet man mit dem Namen der Parallaxe. Man kann auch die Parallaxe eines 
Himmelskörpers so definiren, dass man dieselbe als den scheinbaren Abstand des 
Beobachters und des Erdmittelpunktes vom Himmelskörper aus gesehen bezeichnet. 
In dem vorliegenden Kapitel ist aber diese Bezeichnung etwas weiter gefasst, indem 
die mit der Parallaxe verwandten Keductionen mit in dasselbe einbezogen werden. 



Digitized by 



Google 



22 

Die zu berechnenden Reduktionen sind Funktionen der Erddimensionen und es 
ist nothwendig vorerst dieselben nfther zu betrachten. Die Erde ähnelt^ wie bekannt, 
nahezu einem Rotationsellipsoid, dessen kleine Achse durch die Pole der Erde hindurch 
gelegt ist. Ist a die halbe grosse Achse, h die halbe kleine Achse, so ist die Abplat- 
tung [e] der Erde bestimmt durch die Relation: 

e = 

a 

Die Grössen a und h müssen aus entsprechend angestellten Beobachtungen (Grad- 
messungen) abgeleitet werden. Bessel hat durch genaue Diskussion der vorhandenen 
Gradmessungen abgeleitet : 

a = ^2j2 077.14 Toisen = 6377 397.15 M^tres 

i = 3261 139.33 » =6356078.96 » 
woraus sofort folgt 



Bei Messungen auf der Erde mag allenfalls a oder die oben angesetzten Längen- 
maasse (Toise, Mdtres) oder andere vei-wandte Einheiten (Meilen, Klafter etc.) als Ein- 
heit genügen, bei astronomischen Berechnungen aber wird die Anwendung dieser 
Einheiten unbequem sein, und man hat sich dahin geeinigt, dass man, besonders sobald 
es sich um Entfernungen innerhalb des Sonnensystems handelt , die halbe grosse Achse 
der Erdbahn als Einheit einführt (über den eigentlich in Betracht komntenden Werth 
für diese Einheit vgl. den Abschnitt II, Kapitel I.). Es muss desshalb, soll der Ueber- 
gang von der einen Einheit auf die andere ausgeführt werden, das Verhältniss dieser 
bekannt sein, welches wieder nur durch Beobachtungen erlangt werden kann. Die 
Kleinheit der Erde im Verhältnisse zu ihrer Entfernung von der Sonne macht aber 
die Bestimmung sehr schwierig und es bedarf eigener Methoden , um genügende Re- 
sultate zu erlangen; die Auseinandersetzung dei'selben gehört aber nicht hierher und 
ich werde nur hier eine Zusammenstellung der durch die verschiedenen Methoden er- 
langten Resultate geben im Anschluss an eine Arbeit über diesen Gegenstand von 
S. Newcomb; bezeichnet man den Winkel unter dem der Aequatorhalbmesser der 
Erde von der Sonne in der Entfernung i gesehen erscheint , als Sonnenparallaxe [rc] so 
wurde für diese Grösse erhalten : 

1. Aus den Meridianbeobachtungen des Mars im Jahre 1862 nach dem Plane 
Winnecke's ausgeführt fand sich n = 8"855 ± o"o2o 

2. Die Marsbeobachtungen desselben Jahres mit Hilfe von mikrometrischen 
Apparaten, die an Refractoren angebracht waren, ergaben n = 8^842 ± ©"040 

3. Durch die neue Diskussion des Venusdurchganges durch Powalky wird 
u = 8"86 ± o"o4 

4. Die parallaktische Ungleichheit des Monds gibt mit Rücksicht auf Einzeln- 
werthe, die Hansen, Stone und Newcomb gefunden haben , 

71 = 8^838 ± o"o25. 
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5. Aus der Mondgleichung der Erde , die nach vierzehnjährigen Green wicher 
Beobachtungen, fiinQährigen Washingtoner Beobachtungen und L e - Ve r r i e r ' s 
Bestimmung abgeleitet ist, wird n = 8"8o9 ± o"o54 

6. Foucault's Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit ergibt u = 8"86 ± ? 
Newcomb zieht aus diesen sechs Bestimmungen als wahrscheinlichsten 
Werth für die Sonnenparallaxe 

7r = 8"848±o"oi3 
welcher Werth für n in diesem Werke durchaus adoptirt ist. Die von Newcomb 
angesetzte Unsicherheit ist vielleicht in Wahrheit noch wesentlich grösser, doch ist 
jedenfalls der eben angesetzte Werth von n gewiss nicht mehr wesentlich fehlerhaft, 
und jedenfalls der älteren Bestimmung (Encke's Bearbeitung der Venusdurchgänge) 
vorzuziehen. 

Bezeichnet man mit q die Entfernung des Beobachtungspunktes vom Erdmittel- 
punkte, ferner mit und qp' die geocentrische Rectascension und Deklination desselben, 
so sind die rechtwinkligen Aequatorcoordinaten dieses in Bezug auf den Erdmittelpunkt: 

^ = ^ C()s qp ' cos d 
t] = Q cos q) ' sin 6 
t = ^ siny' 

Es stellt sich vorerst die Aufgabe die Grössen q, q>' und 6 aus den Daten der 
Beobachtung (Beobachtungsort und Zeitangabe) zu ermitteln. Ich nehme zuerst die 
Bestimmung der letzteren Grösse vor. 6 ist offenbar mit der Zeit veränderlich , da sich 
im Verlaufe eines Tages die Erde um ihre Achse dreht, und zwar wird diese Umdrehung 
vollendet in Rücksicht auf ein festes Coordinatensystem in einem Sterntage. Die 
Rectascension des Beobachtungsortes wird für den Erdmittelpunkt o ^ sein , wenn mit 
dem Erdorte der Frühjahrspunkt kulminirt , es ist für diesen Augenblick für den Erdort 
ebenfalls o'* Stemzeit. Kulminirt nun ein anderer Punkt, dessen Rectascension 6 sein 
mag gleichzeitig mit dem Erdorte, so ist 6 die Rectascension des Erdortes, aber auch 
gleichzeitig der Stundenwinkel des Frühjahrspunktes für diesen Ort, oder die Stemzeit. 
Es ist demnach 6 identisch mit der Sternzeit des Ortes. Eine jede Beobachtung muss 
stets die Angabe enthalten, wann dieselbe angestellt ist; diese Zeitangabe ist gewöhn- 
lich in mittlerer Zeit des Beobaehtungsortes oder eines bestimmten anderen Meridians 
angegeben. Es stellt sich demnach vorerst die Aufgabe aus der mittleren Zeit die zu- 
gehörige Sternzeit zu berechnen. Mit Hilfe der Angaben der Ephemeriden wird diess 
leicht ausgeführt werden können; dieselben geben für jeden mittleren Mittag des 
Normalmeridians , für den das Jahrbuch berechnet ist , den Unterschied : Stemzeit — 
Mittlere Zeit, d. h. die Stemzeit im mittleren Mittag; kennt man die mittlere Zeit, die 
seit diesem mittleren Mittag des festen Meridians verflossen ist, und verwandelt diese 
in Stemzeit, so wird die Summe dieser Zeit und der Stemzeit im mittleren Mittag die 
gesuchte Stemzeit sein. 

Ein in Stemzeit ausgedrücktes Zeitintervall kann leicht in mittlere Zeit um- 
gewandelt werden, wenn man bedenkt, dass im Verlaufe eines tropischen Jahres genau 
ein Sterntag mehr sein muss , als in demselben mittlere Tage enthalten sind , nun ist 



Digitized by 



Google 



24 

das tropische Jahr gleich 365.2422 mittlere Sonnentage^ es sind also in demselben 
366.2422 Stemtage enthalten; daraus ergeben sich zur gegenseitigen Transformation 
eines Intervalls Stemzeit (J^) in ein Intervall mittlere Zeit (4/0) die Relationen: 



und umgekehrt^ 






wobei: log/= o.ooi 1874 

angenommen ist. 

Zu dieser Umwandlung gewähren jedoch die vorhandenen Ephemeriden und 
Sammlungen astronomischer Tafeln sehr geeignete Hilfsmittel. Die bequemste Tafel 
findet sich in der Warnstorff 'sehen Sammlung , die mit dem Argumente mittlere Zeit 
sofort die Reduction auf Sternzeit angibt; man nennt diese Reduktion die Acceleration 
der Fixsterne ; das Intervall des Argumentes ist in dieser Tafel so gewählt, dass die 
Reduktion in der Tafel von o*i zu 0*1 vorschreitet; ich habe einen Auszug dieser Tafel 
als Tafel III in das vorliegende Werk aufgenommen, mich aber begnügt, die Reduktion 
von Sekunde zu Sekunde vorschreiten zu lassen ,. da bei Parallaxenrechnungen die Ab- 
kürzung der Zeit auf volle Sekunden völlig gestattet ist. Die Anwendung dieser Tafel, 
ist einfach genug. Will man zu einem gegebenen Zeitintervall mittlere Zeit das zu- 
gehörige Stemzeitintervall finden auf volle Sekunden genau, so geht man mit dem 
Argumente mittlere Zeit in die Tafel III ein und nimmt zu dem der gegebenen mittleren 
Zeit zunächst liegenden Argumente die Reduktion , die man zu dem gegebenen Zeit- 
intervall addirt. Es sei zu verwandeln 16^ 57*'* 4* mittlere Zeit in das entsprechende 
Stemzeitintervall; die Tafel III gibt mit dem Argumente: 16* 56*^36* (das zunächst 
liegende Argument) die Reduktion + 2^ 47*. Die Rechnung stellt sich also so : 

16* 57*" 4* mittlere Zeit 
Acc. -|- 2 47 

16 59 51 Stemzeit. 

Wollte man alles genau haben so müsste man durch lineare Interpolation den 
genauen Werth der Acceleration ermitteln ; in diesem Falle ist aber die in diesem Werke 
aufgenommene Tafel nicht bequem, es würde für das gewählte Beispiel sein durch 
Interpolation 

16* 57»» 4*00 mittlere Zeit 
Acc. + 2 47.08 

16 59 51.08 Sternzeit. 

Hat man sich auf die angegebene Weise die seit dem mittleren Mittag verflossene 
Stemzeit aus der entsprechenden Angabe der mittleren Zeit verschafft, so hat man ein- 
fach diesen gefundenen Werth zur Stemzeit, die im mittleren Mittag statt hat zu addiren 
und erhält so die gesuchte Stemzeit. Der geforderte Werth Stemzeit - Mittlere Zeit 
im mittleren Mittag jedoch findet sich in den Ephemeriden nur für gewisse Meridiane 
so z. B. im englischen Nautical almanac für Greenwich, im Berliner Jahrbuch für 
Berlin etc; für andere Meridiane muss aus den Angaben der Ephemeriden erst der 
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verlangte Werth berechnet werden. Von einem mittleren Mittag bis zum nächsten, 
also in einem mittleren Tag eilt die Stemzeit der mittleren Zeit um 3"* 56^ 555 Stern- 
zeit voran ; nun tritt für einen beliebigen Meridian der mittlere Mittag um den Läugen- 
unterschied / (früher bei östlicher , später bei westlicher I^ngej , der östlich negativ, 
westlich positiv gezählt wird , verändert ein , drückt man diesen Längenunterschied in 
Einheiten der Stunde aus, so ist die Korrektion (in Zeitsekunden] , die man an die An- 
gabe des Jahrbuches für die Sternzeit des mittleren Mittages anzubringen hat, bestimmt 
durch : 

Corr: = -^^^ / == 9*8565 /. 

So Kegt z. H. die Sternwarte Wien-Josefstadt, 1 1"* 50^0 östlich von Berlin und i'* 5*" 25*5 
östlich von Greenwich; es ist demnach die Korrektion die man an die Angaben der 
Jahrbücher anzubringen hat 

für das Berl. Jahrbuch — 1*94 
» den Nautical alm. — 10*75. 
Ich werde nun ein Beispiel durchführen. Es sei die Sternzeit zu suchen für: 
1867 Oct. 1. 1 1^ 26*" 29*80 mittlere Zeit Josefstadt. 
Tafel in + I 52.77 
Berl. Jahrbuch — 1*94 12 38 49.15 

qH y"» 11.72 Stemzeit Josefstadt. 
Auf diese Weise ist es nicht schwierig das verlaugte ß zu berechnen , wenn die 
Zeitangabe der Beobachtung gemacht ist; doch kann man auch auf eine etwas andere 
Weise, die in vielen Fällen noch bequemer ist, diese Transformation vornehmen. 
Häufig ist es nöthig, dass die Ortszeit ohnediess auf einen bestimmten Meridian, der 
in einem Jahrbuche als massgebend angenommen ist, übertragen wird. Man addirt zur 
Ortszeit die Angabe des Jahrbuches für den Mittag des Normalmeridians, berechnet 
aber die Acceleration der Fixsterne nicht für die Ortszeit , sondern für die auf den 
Normalmeridian übertragene Ortszeit. Die Richtigkeit dieser Regel ergibt sich leicht 
aus dem Vorstehenden oder wenn man berücksichtigt, dass die DiflFerenz der mittleren 
und Sternzeiten für zwei verschiedene Orte gleich dem Längen unterschiede ist, wie diess 
ebenfalls auch für die Difft renz der wahren Zeiten gilt. Es ist im obigen Beispiel 
IIA 26^'* 29*80 mittl. Zeit Josefst. = ii^ 14"» 39*8,mittl. Zeit Berlin. 

+ I 50.83 (Acc. für Berliner 2feit) 
12 38 51.09 (Berliner Jahrbuch für o'* Berliner Zeit) 
o 7 11.72 Sternzeit Josefstadt, 
Dieses letztere Verfahren wird besonders dann mit Vortheil gebraucht, ,^wenn man 
Beobachtungen mit einer für den Normalmeridian gerechneten Ephemeride ver- 
gleichen will. 

Nach dem bisher Vorgetragenen wird man auch die Regeln ableiten können für 
das umgekehrte Verfahren nämlich zu einer gegebenen Stemzeit die mittlere zu finden. 
Die Lösung dieser Aufgabe wird auch bei Bahiibestimmungen bisweilen in Betracht 
kommen. Manche Beobachter theileii die Meridianbeobachtungen ohne Angabe der 

OppoUor, fiahnbestimmungen. 4 
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Beobachtungszeit mit. Da die Beobachtungen, wie dies vorausgesetzt, Meridian- 
beobachtungen sind, so ist die angesetzte Rectascension unmittelbar die Sternzeit der 
Beobachtung. Will man dieselbe in mittlere Ortszeit verwandeln, so wird man zunächst 
durch Addition des Längenunterschieds die Stemzeit des Normalmeridians ermitteln ; 
subirahirt man hiervon die für den mittleren Mittag geltende Stemzeit so erhält man 
die seit dem Mittag verflossene Zeit in Sternzeit ausgedrückt; die Tafel IV gibt mit 
diesem Argumente die Reduktion dieses Zeitintervalles auf mittlere Zeit in derselben 
Anordnung wie Tafel III. Subtrahirt man diese Reduktion nebst der für o* mittlere 
Zeit des Normalmeridians geltenden Stemzeit des Beobachtungsdatums von der be- 
obachteten Rectascension, so hat man unmittelbar die Beobachtungszeit in mittlerer 
Ortszeit. Es sei die Rectascension des Planeten Eunomia am Meridianinstrumente 
zu Bonn beobachtet: 1866. Jan. 1. 5^ 53"* 0*32 = 6^ 18*" 11*32 Berl. Stemzeit 
Man hat als Argument da nach dem Berliner Jahrbuche für 1866 Jan. 1. die Stemzeit 
im mittleren Mittag ist: iS^ 43"' 29*45, den Werth. 1 1^ 34''* 42*; es ist demnach: 

« = S'^ 53^^ 0*32 

Tafel IV = — I 53 81 

Stern-Zeit l. Jan. = — 18 43 29 45 

IIA jm 3y*o6 m. Zeit. Bonn. 
Hat man den Werth 9*8565 / berechnet, der für Bonn, da / = 4- 25*" 1 1*0 ist, -+- 4*14 
gefunden wird, so wird man wenn mehrere derartige Verwandlungen auszuführen sind, 
bequemer so verfahren , dass man sich mit Hilfe dieser Quantität die Sternzeit für den 
mittleren Mittag für Bonn berechnet. Das Verfahren erläutert sich durch die Durch- 
führung des eben gewählten Beispieles nach dieser zweiten Methode : 

« = 5^* 53*^ 0*32 
Berl. Jahrb. ^1866 + 4*14 = 18 43 33*59 

Stemzeit seit o'^ = 1 1'^ 9^ 26*73 

TafeHV = — i 49.67 

mitt. Zeit Bonn =11^ 7*^*37*06 

Die zur Berechnung der Coordinaten des Beobachtungsortes nothwendige Grösse 6 
kann demnach als bekannt vorausgesetzt werden ; es kann nun an die Ermittlung der 
Grössen q und qp' geschritten werden, die Functionen des Beobachtungsortes sind, und 
da die Erde als regelmässiges Rotationsellipsoid betrachtet werden kann , so sind die 
Grössen nur Funktionen der Polhöhe oder der geographischen Breite. 

Wäre die Erde eine Kugel , so würde q stets gleich dem Aequatorealhalbmesser 
sein, der für die folgenden Untersuchungen als Einheit angenommen wird, und q) ' (die 
geocentrische Polhöhe) würde mit der Polhöhe 9) zusammenfeilen , indem die Polhöhe 
eines Beobachtungsortes identisch ist mit dem Winkel den das Loth mit der Aequator- 
ebene bildet. Die allerdings geringe Abplattung aber veranlasst , dass q immer kleiner 
wird je grösser die Polhöhe wird und dass das Loth nicht gegen das Erdcentrum ge- 
richtet ist. Es stellt sich demnach die Aufgabe q und qp' als Funktionen von (p dar- 
zustellen. Denkt man sich eine Ebene gelegt durch die Erdachse so wird der Durchschnitt 
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dieser Ebene mit der Erdoberfläche einen Meridian bilden; legt man nun in «diese Ebene 
ein Coordinatensystem so dass der Anfangspunkt mit dem Erdmittelpunkt zusammen- 
fallt, die X-Achse nach dem Aequator, die positive Y-Achse nach dem Nordpol ge- 
richtet ist , so wird auf dieser Ebene der Durchschnitt mit der Erdoberfläche als Ellipse 
erscheinen, y' wird der Winkel sein, den die Verbindungslinie: Erdmittelpunkt- 
Beobachtungsort [q) mit der X-Achse einsohliesst , (p ist der Winkel den die Normale 
der Abscissenachse bildet. Bezeichnet man die Coordinaten des Beobachlungsortes 
durch x und y so wird sein 

dx 

Aus diesen beiden Gleichungen in Verbindung mit den (Gleichungen die für die Ellipse 
gelten wird man (p' als Funktionen von (p darstellen können. Die Gleichung der Ellipse 
gibt wenn man mit a und b die grosse und kleine Halbachse bezeichnet : 

*2a:24-a2y2 = ^2 ^2 

Durch Difierentiation nach x und y wird zunächst 

62 xdx -f- a2 ydy = o 

oder i^ = - *| f- 

X a^ dy 

Mit Rücksicht auf die oben angesetzten Relationen für q> und q)' wird sofort 

wodurch q>' als Funktion von q> dargestellt ist. Um nun (p ebenfalls als Funktion von 
q> darzustellen wird man zuerst setzen 

a;24.y2 = ^2 

oder durch Einführung der Relation : 

y = xt^(p' 

wird j^ = o2 

C08 </' ' 2 ^ 

führt man dieselbe Relation zwischen y und x in der Gleichung für die Ellipse ein, 
so wird: 



Für diese Gleichung kann man aber setzen 

^M I +tg()ptg()p'} = a2 
Eliminirt man nun aus dieser Gleichung in Verbindung mit dem für q ^ gefundeneu 
Werth a: 2 so wird 



^ V (i+tgytgy.') V c 



COB(p 



COS (f' COS {(f>' — (f) 

Wiewol die Bestimmung von q>' und q sehr einfach geschieht, so ist es doch oft 
von Vortheil, da der Unterschied ((p' — <p) niemals gross werden kann und ebenso q 
nur um ein Geringes von der Einheit verschieden sein kann , zur Bestimmung von cp ' 
und ^ nach q> Reihen zu entwickeln, die die eben angeführten Unterschiede unmittelbar 
angeben. Setzt man zu diesem Ende 
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so ist • 



tg(p' = n tg(p = [w — i) tgy + tg(p 
. , . sin (</)' — er) , . si 

r» X "TJ T- cos W COS Cf' ^ ' CC 



Sin 7^ 



cosy cos^' ^ ' cosy 

Man hat also 

sin (y' — y) = (/i — i) siny cosy' 

Setzt itian nun in diesem Ausdrucke fiir 

cos q> ' = cos { ( y' — (p) + 9> } 

bestimmt daraus tg (y ' — ip) so wird 

tff fo)' — 0)1 = (;»-i)sin2y ^ {« - i)8i n2y 

o ^r 'r/ 2 [i + (n- I) 8inrf2j {, _^w) — fw— i) cos2y 

Setzt man zur Abkürzung 

w— I 

— — =m 

7*4-1 

und entwickelt nun mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes nach steigenden Potenzen 
von m so ergibt sich leicht 

tg (g)' — qi) = m sin 2 y { I + »i cos 2 y + m'^ cos 2 y ^ _|« ^ 3 cos 2 q>^ . , . ) 
Es ist aber 

y'_9) = tg(y'-yj ~.|tg3 [(f' — (f] +|tg5 fy' — y) _ . . . 

substituirt man in diese letztere Reihe die eben gefundene Reihe für tg fqp' — q>) und 

bedenkt dass 

sin 2 (p cos 2 g) = ^ sin 4 g) 

sin 2 qp cos 2 qp 2 — 4^ sin 2 y 3 = ^ sin 6 y 

u. s. w. ist, so findet sich 

qp' — (p r^ m sin 2y+|^m2sin4y + ^w3sin6y + |ni*sin85P + . . . 

Ermittelt man mit Hilfe der oben angesetzten BesseT sehen Konstanten für die Erd- 
dimensionen die numerischen Werthe dieser Coefficienten so erhält man 
(p' — g) =z — II ' 3o"65 sin 2 y -[- i"i6 sin 4 y — . . . 

Die übrigen Glieder werden unmerklich, indem der Coefficient von sin 6 (p nur — o"oo3 
beträgt. 

Um ebenfalls für q geeignete Formeln zu gewinnen bedenke man , dass sobald 
a = i gesetzt wird die für q zuerst angesetzte Form sich schreiben lässt 

secy/ I 

Setzt man 



1/ J-htgy tgy/ 1/ co8<y'2-f-8iny'2|.^ 



so wird sofort 

^=1 +/28ing)'2)''^= I — |/2sin9)'2 + |/48inijp'* — -i!^/6sin9)'« + . . . 
Da aber gewöhnlich die Kenntniss des briggischen liOgarithmus von ^ wünschens- 
werther ist, so wird man, wenn mit ilf der Modulus der briggischen Logarithmen be- 
zeic t wird, zu dieser Transformation die bekannte Reihe 

log^ = 3/L(?— I) -\[il- ij2 + i(?- i)^-. . .] 
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benutzen und die folgende höchst elegante Reihe erhalten 

log^ = 3f [— 1/2 sin2 y' + 1/4 sin4 g)' _ ^/ö sin» y' + . . . ] 
Die numerische Substitution lässt nach den Bes sei' sehen Erddimensionen finden 
log^ = — o.ooi 4590.6 8iny'2 «j_ 0.000 0049.0 sinqp'4 — 0.000 0000.2 sinqp'^ 

TMese Reihe iHsst sich leicht in eine solche verwandeln die nach den Cosinus der geraden 
Vielfachen von ijp' geordnet erscheint. Für die vorliegenden Zwecke ist es aber 
geeigneter, Reihen zu haben die Fimktionen von <p sind, obwol durch diese Substitution 
die Convergenz vermindert wird. Es ist 



sin 0)' 2 = -^^^ = _^!^iM:!__ 



oder wenn man substituirt 



W2 = -- = I — ö2 



■+r. 


tgy2 




tg<jp2 


Ä* 




^4 ~ 


, _yi 


52 

a2 — 


I— Ä2 


.'=;: 


- A* ain«/ * 



und entwickelt: 

sinqp'2 = w2sing)2 + w2y2 8{ng)4_^^2^4ging)6_|_;^2y6 gjn qp h _|_ ^ ^ ^ 

so kann man die früher gegebene Reihe in eine nach geraden Potenzen von sinqp 
geordnete Reihe umsetzen. Der direkte Weg ist aber kürzer und eleganter. 

Es war gefunden worden 

^^ ^ 1+^. tg<jp2 cosg)2 -f - siny^ 

Setzt man also 

so wird 

oder 

2 log^ = log (1 — ff^ sinqp2) — ]og (i — Ä2 siny^) 

oder durch Einführimg der logarithmischen Reihe 

log^ = M[^Sm<p'^ (Ä2_y2j 4-|siny4 (Ä4_^4) _|.^8iny6 (Ä6_^ü) _|_ . . .^ 

Die numerische Substitution in diese elegante Reihe lässt finden 

log^ = — O.OOI 4396.5 sinqp2 — 0.000 0143.8 siny* — 0.000 0001.5 siny* — . . . 

Durch die Vergleichung dieser Reihe mit der frülier gefundenen wird man leicht be- 
merken, dass die Convergenz wesentlich abgenommen hat. Will man nun statt siny2^ 
sin y ^ u. s. w. cos 2 (p , cos ^ y u. s. w. einführen, so erinnere man sich, dass ist 

sin y 2 =— ^ — ^ cos 2 tp 

sin (p* = ^ — ^ cos 2 qp + ^ cos 4 cp 

siny ß = -j^e - II cos 2<p + ^q cos 4^ — ^^^ cos 6qf> 

Setzt man zunächst statt der obigen Reihe für logp zur Abkürzung 
log^ = a siny2 -|- ^ sin y^ -f- y sin y« + . . . 
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so wird die neue Reihe 

- (i«+ i ß + ÜY + ' . . ) cos 2(p 
+ (i/^ + Ay + ) cos 49) 

— (Ay+ ) cos 6qp 

oder mit Einfuhrung der numerischen Werthe und Weglassung der achten Decimale 

logQ = 9.999 2747 + 0.000 7271 cos 2q> — 0.000 0018 cos 4 9) 
Das Berliner Jahrbuch gibt seit dem Jahre 1868 in dem Verzeichnisse der Sternwarten 
für jede derselben die geocentrische Breite q>' und log^. 

Die vorausgehenden Entwicklungen haben die Möglichkeit geboten mit Hilfe 
der Angaben der Beobaclitung die Coordinaten des Beobachtungsortes zu finden , und 
es kann nun an die Lösung der eigentlichen Aufgabe geschritten werden , die jedoch in 
zwei wesentlich verschiedenen Formen durchgeführt werden muss, je nachdem die Ent- 
fernung des Gestirnes von der Erde bekannt (mindestens näherungsweise) oder völlig 
unbekannt ist. Ist die Entfernung des Gestirnes bekannt, so ist es am zweckmässigsten 
die Beobachtung selbst vom Einflüsse der Parallaxe zu befreien , d. h. dieselbe auf das 
Erdcentrum zu reduciren. Da die Beobachtungen fast stets sich auf den Aequator als 
Fundamentalebene beziehen, so dürfte es für den vorliegenden Zweck hinreichend sein, 
nur den Einfluss der Parallaxe in Rectascension und Deklination abzuleiten und auch 
hier nur die ersten Potenzen der Aenderungen mitzunehmen, da die Parallaxe nur 
solcher Himmelskörper in Betracht kommt, die ausserhalb der Attraktionssphäre der 
Erde sich befinden, also nur kleine Werthe erreichen kann. Sind a, d und J die 
geocentrischen Coordinaten des Himmelskörpers, «', d' und J' dieselben Coordinaten 
aber in Bezug auf den Beobachtungsort, so erhält man durch die Transformation der 
Coordinaten zunächst 

z/ ' cos 3 ' cos a' = d cos 6 cos a — q cos q> ' cos 6 

J' cos d' sin a' = ^ cos d sin a — ^ cos (p' sin ö 

J' mad' = ^sind — ^sin^' 

Bei diesen Relationen ist zu beachten dass q, J und J' in derselben Einheit aus- 
zudrücken sind. Betrachtet man der oben angeführten Voraussetzung gemäss q als eine 
kleine Grösse erster Ordnung im Verhältnisse zu J und J ' und demnach ebenfalls die 
Unterschiede a — «', 8 — 8' und J — z/' als solche, so wird man setzen können 

— q cos (p ' cos 6 ^ dx 

— q cos qp ' sin ö = rfy 

— q sin q)' = dz 
durch Differentiation der Ausdrücke : 

X = d cos d cos a 
y = J cos 8 sin a 

z = J sin 8 
wird erhalten : 

dx = — J cos 8 sin a da — J cos a sin 8 dS -\- cos 8 cos a dJ 

dy =^ J cos 8 cosa da — J sin a sin d e/d + cos 8 sin a dd 

dz = J cos 8 d8 -^ sin 8 dJ 
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Multiplicirt man die erste Gleichung mit : — sin er , die zweite mit cos a so wird sofort 

nach Addition derselben 

j sinn dx , cos« dy 

COBO J C08 J 

Multiplicirt man die erste mit cos a, die zweite mit sin a und addirt, so wird: 

cos a cfe + sin a dy ==^ cos d dJ — z/ sin d di 
Multiplicirt man diese Gleichung mit — sin 8 und addirt hierzu den für dz gegebenen 
Werth, nachdem derselbe mit cos<J multiplicirt wurde, so. wird man bekommen: 
, o C08 ff sin <f • sin ff sincf , ^, cos J , 

Für manche Zwecke ist die Kenntniss von dJ wünschenswerth , den Ausdruck hierfiir 
wird man leicht aus den zwei Gleichungen erhalten , die zur Bestimmung von d6 ge- 
dient haben , wenn man die eine statt mit — sin 8 mit cos 8 , die mit cos S multipHcirte 
aber mit sin d multiplicirt und addirt. Es findet sich dann 

dJ = cos a cos <J (fe + sin a cos <J e/y +• sin d dz. 
Setzt man nun für dx, dy und dz in diesen Ausdrücken die zuerst erhaltenen Werthe ein 
und setzt 9 um q in Einheiten der Erdbahnhalbachse auszudrücken , für dasselbe qrt 
[n die Sonnenparallaxe) ^ und schreibt ausserdem : 

da = a' — a, dd = d' — d, dx = J' — J 
so werden die Korrektionen^ die an die Beobachtung anzubringen sind^ um dieselben 
auf den Erdmittelpunkt zu beziehen 

, JTQ COS (f ' sin [e — ff) 

/1 cos (f 

d — d' = ^ [ — sind cosy' cos [6 — a) + cosd siny' ] 
J — J' = Ttq [cosd cosy' cos [B — a) + sind siny' ] 
Die Kenntniss von J — J' wird in den seltensten Fällen in Betracht kommen, und die 
Berechnung desselben wird wol stets weggelassen werden können, da aber dieser Werth 
später unten bei der Berechnung des locus fictus nach Schön feld's Methode nöthig 
ist, so habe ich die Entwicklung desselben mit aufgenommen. Die eben mitgetheilten 
Formeln eignen sich in dieser Form sehr, um die Berechnung der Parallaxe durch 
Tafeln , die für jede Sternwarte gesondert berechnet werden müssen zu erleichtem, 
ohne dass man den Tafeln einen übermässig grossen Umfang geben müsste. Berechnet 
man für eine gegebene Sternwarte den Ausdruck nq sin (p =z B^ und bringt mit dem 
Argumente : Stundenwinkel die Werthe 

A = nq cosy' sin [6 — a) 
i), = — nq cosy' cos [6 — a) 
in eine Tafel, so berechnet sich die Korrection für Parallaxe nach der Form 

4 



a — a = 



JcosS 



3 — d' = ~f sin d H / cos d 

wollte man auch die Korrektion der Distanz kennen, so würde für diesen Fall sein : 

^ — ^' = — Z>i cos d + Z>2 sind. 
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Man wird leicht bemerken, dass man für A und Z>, dieselbe Tafel benutzen kann, da 
sich dieselben nur dadurch unterscheiden, dass das Argument von /;, um — 90° von 
dem für A verschieden ist. 

Stehen aber keine derartigen Hilfstafeln zu Gebote, so wird man zweckmässig 
die oben angesetzten Formeln durch Einführung eines Hilfswinkels zur Rechnung 
bequemer zu Recht legen. Setzt man 

sin y ' = y sin y 
cos y' cos [6 — a) = g cos y 
so wird, da 

q = -r--^ 
^ 8in y 

ist, die Berechnung der Korreetion für Parallaxe durch die folgenden Formeln bewerk- 
stelligt werden können : 

tgy' 



^Y 



cos iS — er) 



, 7TQ CO8 (f/ sin {$ — «) 
a — Ä = ^ \ . j — 

« ♦, 7i()8in</' sin {y — Jj 

*/ * Biny 

j ^f ' f (cosy— «Tj . „ 

J — J = 710 sm <jp . ■ — X sm I 

^ ^ %my 

Ich werde nun ein Heispiel vollständig durchfuhren. Der Komet HI 1862 wurde in 

Clinton am 31. Juli 1862 wie folgt beobachtet: 

1862 Juli 31. IIA 26''» 24^4 mittl. Zt. Clinton a = 5^ 55"* 11^12, d = + 73° 10' b"-]. 

Es war für diese Zeit: log ^i = 0.0237. — Die Konstanten des Beobachtungsortes sind: 

/ = 5^» 55*'* 12*1 westl. von Berlin log tgqp' = g.9676 

9' = 4^" 5i'8 log ^^-^ = 9.6351 = log^ 

log^ = 9.9993 log Tt^siny' = 0.7788 = logZ> 

Zunächst ermittle ich die Sternzeit und den Stundenwinkel nach 

mittl. Zt. I 1 1^ 26*^ 24* e = 20^ 4^** 3 \' 

Acc. für 17^ 21''* 6 + 2 51 B — «=14 9 20 

Sternzt. Juli 31.0 : 8 35 16 6 — a = 212® 2o'o 

Die weitere Rechnung stellt sich nun so: 

cos (6 — a] 9^9268 sin [6 — a] 9n7^^2 ^^^ iy — ^] 9'9337 

^EY 0^0408 A sin (6 — a) 9n5^53 ^ sin (y — d) 0.7125 

y 132® i8'8 cosd 9.4618 sin y 9.8689 

y—d 59 8.7 logP^xJ) 9^9015 logfP^X^j 0.8436 

da — 0^755 dd ■+- 6"6i 

Die Beobachtung, reducirt auf den Erdmittelpunkt ist demnach 

« = 5^^ 55^'* io'37 <^ = + 73'' 10' i3"3 

Die Berechnung von dJ habe ich als nicht nöthig übergangen. — 

Bei Meridiaubeobachtungen, wo der Stuudenwinkel (0 — er] gleich 0° oder 180° 
wird, je nachdem die obere oder untere Kulmination stattfindet, wird die Berechnung 
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der Parallaxe höchst ein£E^ch. Die oben für die Parallaxe auj^stellten Formeln wer- 
den für die 

obere Culmination 

a — a' = o 

<J-d' = ^sin [(p'-9) 

J — ^' = Tiq cos [tp' — S] sin i" 

untere Culmination 
a — a' = o 

J — J' = — TT^ cos (qp' H- d) sin i " 
Wesentlich anders muss das Problem behandelt werden , wenn die Distanz des 
Himmelskörpers von. der Erde nicht bekannt ist, wie dies bei ersten Bahnbestimmungen 
der Fall ist; man kann nun nicht mehr die Beobachtung für Parallaxe korrigiren^ 
sondern ipan muss den Erdort, der aus den Ephemeriden entlehnt wird und der für den 
Mittelpunkt gilt, entsprechend dem Beobachtungsorte ändern , da aber in der Regel die 
Sonnenorte der Rechnung; zu Grunde gelegt werden , so werde ich die Formeln un- 
mittelbar so stellen^ dass man den Sonnenort entsprechend dem Standpunkte des 
Beobachters verbessert. Wird der Aeqi^^tor als Fundapientalebene gewählt, was aller- 
dings bei ersten Bahnbestimmungen s^^ten mit Vortheil geschieht, so wird man am 
besten das folgende Verfahren ^inschl^eu. Man entlehnt die auf ein bestimmtes 
Aequinoktium bezogenen Längen, Breiten und Entfernungen der Sonne aus der Ephe- 
meride und berechnet auf die früher (pag* 15] gezeigte Weise die rechtwinkligen Co- 
ordinaten, sind dieselben X^ Y| Z, so sind die Coordinaten des Sonnenmittelpunkte^ 
in Bezug auf den Beob^chtungsort 

Y-Ti 

Bezeichnet man die für Parallaxe korrigirte Rectascension, Deklination und Entfernung 

der Sonne mit -4^, D^ und JB^ so wird sein 

Rq cos A^ cos Z>o = R cos L — nq cos ip' cos d sin i " 

Rq sin Aq cos Dq = J2 sin X cos e — 19.3 B" — nq cosg)' sinö sin i" 

Rq sin Dq = -B sin i sin € + 44*5 -B" — ttq sing)' sin i". 

Bei ersten Bahnbestimmungen w^t man jedoch meistens mit Vortheil die 
Ekliptik als Fundamentalebene , hauptsächlich aus dem Grunde, da die Erde nur un- 
bedeutende Abweichimgen aus dieser Ebene m*cht, und daher die auf die Fundamental- 
ebene senkrechte Coordinate wegen ihrer Kleinheit entweder ganz fortgelassen weirden 
kann oder durch Anbringung von kleinen Korrektionen leicht in voller Strenge be- 
rücksichtigt wird. Die Genauigkeit der jetzigen Beobachtungen, besonders der der 
Planeten, werden es gerechtfertigt erscheinen lassen, die aus der Berücksichtigung der 
Sonnenbreiten entstehenden Korrectionen mitzunehmen, um so mehr, da durch das 
folgende von, Gauss in Vorschlag gebrachte Verfahren mit Leichtigkeit die Sonnen- 

Oppolxer, BahnbesÜBuniingen. 5 
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breiten mit der Parallaxe vereinigt aus der Rechnung fortgeschafft werden können^ 
wenn nicht zufällig die Breite des beobachteten Objektes der Null gleich ist. Gauss 
fuhrt nämlich statt des Beobachtungsortes einen anderen Ort^ den locus fictus^ ein, den 
er dadurch bestimmt , dass die Sehlinie (die Verbindungslinie zwischen Beobachter und 
Himmelskörper] an dieser Stelle in die Ekliptik einschneidet. Wie man sieht ist die 
Breite dieses locus fictus der Bestimmung gemäss gleich null , und der Himmelskörper 
projicirt sich vom locus fictus und dem Beobachtungsorte aus auf dieselbe Stelle der 
Himmelskugel. Da das Licht eine bestimmte Zeit braucht^ um vom Beobachtungsorte 
zum locus fictus zu gelangen ^ so wird dem entsprechend eine Korrektion an die Zeit 
der Beobachtung angebracht werden müssen^ wenn man die Beobachtung auf den neuen 
Ort überträgt, worüber das Nöthige weiter unten beigebracht werden soll. 

Die Fundamentalebene ist nun die Ekliptik und es müssen die geocentrischen 
Coordinaten des Beobachtungsortes auf dasselbe Coordinatensystem bezogen werden. 
Da man 6 als geocentrische Rectascension und g)' als Deklination des Beobachtungs- 
ortes mit vollem Rechte auffassen kann, so wird man einfach diese Coordinaten in 
Länge und Breite nach den bekannten Vorschriften umsetzen. Da diese Berechnung 
mit kleinen vier- bis fünfstelligen Tafeln durchgeführt werden kann , so wird man am 
zweckmässigsten hierzu benutzen 

f»sin3f = siny' 
mcosM= cosg)' sinö 
cosJ cos/== cos 9' cosö 
cos J sin / == m cos (M — s) 
sinÄ = m sin (M — e) 
in welchen Formeln / und b nun die geocentrische Länge und Breite des Zeniths des 
Beobachtungsortes (Nonagesimus) ist; ^bleibt natürlich ungeändert. Nennt man L^, 
B und Rq die geocentrischen Coordinaten der Sonne, L imd R die Coordinaten der 
Sonne vom locus fictus aus gezählt^ und sindA imd ß die beobachteten Längen und 
Breiten, J^ die Entfernung des Beobachters vom Himmelskörper, J dieselbe Ent- 
fernung aber vom locus fictus aus^ so sind die heliocentrischen rechtwinkligen Co- 
ordinaten des locus fictus : 

— R cos L 
— 12 sin X. 
Die heliocentrischen rechtwinkligen Coordinaten des Erdcentrums 

— -Bq cosZq cos£ 

— Äq sinZj, cosjB 

— JKq sin jB. 

Die geocentrischen Coordinaten des Beobachtungsortes 

q cos / cos b 

Q sin / cos b 

Q sinb 
wozu aber bemerkt werden muss , dass q , sobald dasselbe in Einheiten des Aequator- 
halbmessers der Erde ausgedrückt wird, mit sIutt multipUcirt werden muss, um die 
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Coordinaten homogen zu machen. Endlich sind die Coordinaten des Beobachtungs- 
ortes vom locus fictus aus 

[J — J^ cos A cos/J 

[J — ^J si'i^ cos/? 
(^-^Jsin/J. 
Zwischen diesen Coordinaten bestehen aber die Relationen 

' — J? cos i = — (J — J^ cos A cos /9 — R^ cos Lq cos B -{- qsinn cos / cos h 

— R sin L = — [J — z/q) sin X cos ß — R^ sin L^ cos Ä + ^ sin tt sin / cos b 

o = — [J — z/q) sin ß — Äq sin Ä + ^ sin ^ sin b 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit sinZ/^, die zweite mit — cos-Lq, 
femer die erste mit — cosZq und die zweite mit — sinZ/^ und addirt, so erhält man 
nachdem für (z/ — z/J der Werth aus der dritten Gleichung substituirt wird, sofort: 

iisin [L-L^] = ^^sin [L^-X) + ^sin/r [cosi sin (Z^- /) -j^ ^in{L^-X)] 

iJcos(i— Z/J=Äoeos-B---^^5_cos(Zo— X) — ^sin/r [cos5cos(Zo— •/) — ^cos(Zo— i)] 

Aus welchen Gleichungen R und [L — Z/J bestimmt werden kann. Bei der Kleinheit 
der Bögen die hier in Betracht kommen , wird es genügen , überall nur die ersten Po- 
tenzen der kleinen Grössen mitzunehmen, und es wird so 

R = Eo — R^ oos_(^5-i) [2f _ ^ sin J] - (m cos J cos [L^ — l) 

Da es aber in der Regel bequemer ist vorerst R nicht in Einheiten des Bogenmasses 
sondern in Einheiten des Radius auszudrücken und ferner die Kenntniss von dlogR^ 
Wünschenswerther ist, da log R^ aus den Ephemeriden unmittelbar entnommen wird, so 
erhält man mit Hilfe der auf pag. 28 angegebenen logarithmischen Reihe wenn man setzt 



zunächst 



^.-•-»» 



log^ =M[—m -\m^ — ^m^ — . . .] 



oder wenn man bei den ersten Potenzen stehen bleibt und den oben frir m gefundenen 
Werth substituirt 

logR = logUo - M \ ^2Ü^^ [5 - g sini] + f^ cos J cos (i„- /) j 

wobei zu setzen ist 

logif = 1.32336 

wenn man die Korrektion des briggischen Logarithmus von R^ in Einheiten der 

siebenten Decimale finden will. 

Es erübrigt nur noch die Zeit zu bestimmen welche das Licht braucht, um vom 

Beobachtungsorte zum locus fictus zu gelangen. Aus der dritten Gleichung findet man 

mit Berücksichtigung der ersten Potenzen 



^-^o = ,-^[g8in*-5]sin," 
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Da das Licht 497.63 Zeitsekunden braucht um die Entferaung i zu durcheilen^ so wird 
die Korrektion der Beobachtungszeit 

** = ^ K ««^ *- -^] 497*83 sin 1" 

will man diese Korrektion in Einheiten der fünften Decimale des mittleren Sonnentages 

haben so wird anzunehmen sein 

df^^^lg^inb-B] C 
smß Lä„ J 

log C = 7.44614 — 10. 
Die zur Berechnung des locus fictus nöthigen Formeln sind übersichtlich zu- 
sammengestellt : 

L = L, + ^^'^ ^^o^-^^ [b ^ g sinb] + g cosS sm (L,-l] 

logÄ = logi2,- Jf |2^-Zi) [fi- gsinj] +f^cos6cos(L„-/)j 

sm/J [Äo J 

logJ»f = 1.32336 
logC = 7.44614 — - 10. 
Als Beispiel wähle ich die Berechnung des locus fictus für die erste Elpis-Beobachtung, 
welche bei der weiter unten folgenden Bahnbestimmung aus 3 Orten benutzt wird. 
Die Grundlage der Rechnung bildeten die folgenden Werthe : 

mittl. Zeit Josefstadt mittl. Zeit Berlin 

1868. Mai 18. lo'^ 33*^ 9' = Mai 18.431470 

l = 258° 58'5 ß = + 12° 48'3 

Lo = 58'' 9' 2"io B = — o"36 logÄo = 0.005 2850 

ö = 215° 7'5 q/ = 48° i's logQTt = 0.9460 

Die Bestimmung der Länge und Breite des Zeniths des Beobachtungsortes gab : 

;= 185° 57' Ä = 56°38' 



Es fand sich weiter : 



logg 


0.9407 


sinft 


9.9217 


cos 6 


9.7404 


f^sinJ +7"285 


5-^sini - 


- 7"645 


log-B — ^sin6 


o„8834 


log ^ cos i 
-«0 


0.681 1 



{L^ — l) i59°io'5 
Für die Correction der Zeit war: 



also praktisch ohne Bedeutung. 



sin {L^ — i^) 9-5508 L^ — l 232° i2'o 

cotgß 0.6434 sin(L^ — l) 9n8977 

cos (L^ — l) 9n97o6 cos {L^ — l) 9n7874 
logrfZj in0776 logrfi// 0^5788 

dLi — 1 1"957 dLji — 3"792 

logrflogÄj 2^8208 logrflogÄ/j 1.7919 
dlogHi — 661.9 dlogüu 4- 61.9 

^ Lq — i5"75 ^log^o —600 



cosec/? 

I dt 
log-^ 

dt 



0.654 

1-543 
+ o. I 
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Man hat dem zu Folge anzuwenden : 

r= 18.43 1471 

i = 58°8'46"35 
logi? = 0.005 2250 
Schliesslich bemerke ich, dass Schön feld inNo. 1357 der Astr. Nachrichten 
Tafeln gegeben hat, womit man die leicht zu berechnende Parallaxe der Sonne in 
Rectascension und Deklination. mit geringer Mühe in solche für Länge und Breite um- 
setzen kanUj und mit Benutzung dieser Tafel soll die Berechnung des locus fictus durch- 
geführt werden. Dieses Verfahren ist aber weder kürzer noch bequemer, als das eben 
Vorgetragene , wovon sich jedermann bei einer vergleichenden Anwendung überzeugen 
kann. Die Rechnung gestaltet sich beiläufig so. Zuerst wird man den Stundenwinkel 
der Sonne zu berechnen haben, da aber dieser gleich ist der wahren Sonhenzeit, so wird 
man denselben erhalten, wenn man von der gegebenen Ortszeit die Zeitgleichung 
(Mittlere Zeit — wahre Zeit) subtrahirt. Nennt man T die so erhaltene wahre Sonnen- 
zeit und entlehnt aus den Ephemeriden ausser der eben benutzten Zeitgleichung den 
genäherten Werth der Sonnendeklination (Z>), so stellt sich die Berechnung zunächst so: 

^^y cosT 

Tj TtQ COS y ' dnT 

^^— R ^^^ 

dD ^= — ^P^"^y' sin (y — 2>) 
R siny 

dR = — TTQ sino) — -. sm i 

^ ^ smy 

oder anstatt der letzten Gleichung 

d logE = - iV j^^?^' "^^^^l 

lffN= 1.32336 
indem dann die Korrektion von logR in Einheiten der siebenten Decimale erhalten 
wird. Die Schön feld* sehe Tafel gibt nun die folgenden in Klammem eingeschlossenen 
Werthe der Differentialquotienten mit dem Argumente: Länge der Sonne, die zur 
Uebertragung von dA und dD in dL und dB nöthig sind und leicht durch Differentiation 
der auf pag. 1 3 gegebenen Ausdrücke erlangt werden, wenn man nach der Differentiation 
B = o setzt. Es ist 

dL^{.os.}dA+\^^^^\dD 

dB = {^ sin« cos©} dA + j^j dD. 

Die fiir Parallaxe korrigirten Werthe von L, B und R bedürfen aber noch einer weiteren 

Korrection, wenn man £ aus der Rechnung fortschaffen will. Die hierfür nöthigen " 

Formeln wird man leicht erhalten, wenn man in den Gauss' sehen Formeln für den 

locus fictus ^ = o setzt. Es ist dann 

^T _ sin (Zq-A) j. 

d\ogR, = -M'^^^^B 
wo für B die für Parallaxe korrigirte Breite einzusetzen ist. 
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Anhang. 

Ein mit der Parallaxen-Korrektion sehr verwandtes Problem ist dasjenige^ welches 
sich bei Bahnbestimmungen häufig darbietet , nämlich die Wegschafiung der Sonnen- 
breiten aus der Rechnung , wenn die Distanzen (^ genähert bekannt sind ; wie diess 
auf eine strenge Weise geschieht ohne Kenntniss des Abstands ist eben gezeigt worden. 
Nenne ich, wie früher, die Sonnenbreite fi, so ist der vertikale Abstand des Erdmittel- 
punktes von der Ekliptik: — RsinB; betrachtet man diesen Abstand als eine kleine 
Grösse erster Ordnung, so wird sofort die Aenderung der beobacliteten Breite : 

die Länge bleibt natürlich ungeändert. Da It stets hinlänglich wenig von der Einheit 
verschieden ist, so kann mit genügender Genauigkeit die Reduktion der beobachteten 
Breite berechnet werden nach: 

Man wird ohne Schwierigkeit bemerken , dass die Aenderung der Distanz immer 
so unbedeutend wird, dass daraus ein merkbarer Einfluss auf die Beobachtungszeit nicht 
entstehen kann. 



\ 
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n. Absolinitt. Die Ooordinaten in ihrem Yerhältniss zur Zeit. 

1. fiepler's Gesetze. 

Die bisherigen Erfahrungen lehren, dass jeder Körper im Räume eine Fem- 
wirkung auf einen anderen ausübt und dass sich die Femwirkung als eine Anziehung 
äussert. Nach Newton's Hypothese über das Mass dieser Kraft, die den Er- 
scheinungen völlig genügt, wirkt dieselbe proportional der Masse des Körpers, und 
umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung. Es soll nicht untersucht wer- 
den, in wie weit diese Annahme über das Bild der Kraft berechtigt ist, ich führe nur 
hier an, dass diese Voraussetzungen selbst bei den genauesten Untersuchungen sich als 
völlig stichhaltig erproben; es ist demnach das Resultat der Wirkung mindestens der 
Hauptsache nach richtig erfasst. 

Das Problem der Bahnbestimmung muss demnach vorerst davon ausgehen , die 
Gesetze abzuleiten, die sich für die Bewegung der Himmelskörper aus dem Newto na- 
schen Attraktionsgesetze ergeben und es soll die Untersuchung vorläufig auf den ein- 
fachsten Fall, auf das Problem zweier Körper beschränkt werden, welche Einschrän- 
kung in der Praxis bei ersten Bahnbestimmungen gestattet ist in Rücksicht auf die 
Massen vertheilung in unserem Sonnensysteme ; femer können die Körper als materielle 
Punkte betrachtet werden wegen der nahen sphärischen Gestalt. 

Da die zu lösende Aufgabe dem Sonnensysteme entnommen ist , so kann man, 
um ein Mass für die in Betracht kommenden Kräfte einzuführen, als Einheit die Wir- 
kxmg der Sonne einführen, die als wesentlich positive Grösse durch A^ bezeichnet 
werden soll , und da das Mass der Kraft bestimmt ist durch die Wirkung derselben in 
einer gewissen Zeit und erstere auch eine Funktion der Entfernung ist, so muss be- 
stimmt werden , zu welcher Entfernung die Wirkung in der Zeiteinheit gehört. Man 
hat sich geeinigt unter A^ die Wirkung der Sonne zu verstehen, die sie im Verlaufe der 
Zeiteinheit (mittlerer Sonnentag) in der Entfernung i (die mittlere Entfernung der 
Erde von der Sonne) ausübt. Ueber die Bestimmung dieser Grösse aus den Beobach- 
tungen und über diß hierbei zu berücksichtigenden Voraussetzungen wird das Nöthige 
weiter unten folgen. 

Es seien zwei Körper im Räume, der eine sei die Sonne, deren Masse der Einheit 
gleich gesetzt wird, der zweite Körper habe die Masse m in derselben Einheit aus- 
gedrückt; bei den Verhältnissen, wie dieselben im Sonnensysteme vorgefunden werden. 
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wird m stets eine sehr kleine Grösse sein. Legt man nun ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system in den Sonnenmittelpunkt und bezeichnet die Entfernung der zwei Körper mit r, 
so ist, wenn x, y, z die Coordinaten des zweiten Körpers sind 

r2 = a?2 + y2_f,;52 

und die Einwirkung der Sonne auf deu Himmelskörper nach Newton' s Gesetze: 

r« 
Der Himmelskörper wirkt vermöge seiner Masse m ebenfalls auf die Sonne ein; da die 
Wirkung der Masse proportional ist, so ist das Mass dieser Kraft : 

also die Gesammtkraft mit der sich beide Körper zu nähern bestreben : 

in welchem Ausdruck der Kürze wegen für k^ (i -\-m) der Werth ^ gesetzt ist. Zerlegt 
man nun diese Gesammtkraft in die Compon^enten parallel zu den Coordinatenachsen 
und bezeichnet ^iese Componenten mit X, Fund Z, femer die Winkel zwischen der 
Verbindungslinie (r) und den Achsen beziehungsweise mit (xr), {yr) und (zr), so findet 
sich sofort, da die Coordinaten durch die Kraft vermindert werden 

X = — ^ cos (xr) 
Y= — -^ cos {yr) 
Z = — j^ cos {zr) 

cos (xr) = y 

cos(yr)=|- 

cos [zr) = y 
woraus sich ergibt für die Kräfte 

X = — A*;:» 

und welche Kräfte nun dem zweiten Differential nach der Zeit gleich gesetzt werden 
können. Man hat demnach die folgenden drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
für die Bewegung : 



Es ist aber offenbar 






(I) 
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Es sind drei Differentialgleichuiigen zweiter Ordnung vorhanden ^ also sechs 
willkührliche Konstanten , die von dem Orte und der Geschwindigkeit des Himmels- 
körpers abhängig sind imd durch die Beobachtung bestimmt werden müssen für die 
speciellen Falle. Zwei Integrationskonstanten werden sich sehr leicht finden lassen. 
Multiplicirt man die erste Gleichung mit y, die zweite mit x und zieht die erste von der 
zweiten ab^ so wird^ wenn man ähnlich mit den übrigen Gleichungen verfahrt, erhalten : 

dU d^y 

Es ist hierbei wesentlich zu bemerken, dass nun die dritte Gleichung keine neue Be- 
dingung einfuhrt und unmittelbar aus den beiden ersten Gleichungen erhalten werden 

kann , wenn man die erste mit — > die zweite mit -^ multiplicirt und addirt. Für die 

X X 

eben angesetzten Gleichungen kann aber geschrieben werden : 



,{ dx dti 



'i\ = o 



und die Integration lässt finden 

dy dx 

dx dz 

^ Ä — ^ Ä = "2 

dz du 

Multiplicirt man die erste Gleichung mit z, die zweite mit y, die dritte mit z und addirt^ 

so wird : 

CxZ + c^y + C:^x = o (3) 

welches die Gleichung einer Ebene ist, die durch den Anfangspimkt der Coordinaten 

geht. Da in diesen Gleichungen -^ eliminirt erscheint, so ist die Eigenschaft allen 

Centralbewegungen eigen, und man leitet daraus das Gesetz ab: die von einem 
Himmelskörper des Sonnensystems beschriebene Bahn liegt in einer Ebene , die durch 
den Sonnenmittelpunkt hindurdigeht. 

Man kann sich leicht überzeugen, dass die Gleichung (3) eigentlich nur zwei 
unabhängige Konstanten enthält, welche die Bahnlage bestimmen; diese drei Kon- 
stanten sind Funktionen der beiden Ghrössen: Knoten (Q) und Neigung (t). 

Da die Bewegung in einer Ebene statt hat^ die durch den Sonnenmittelpunkt 
geht , so wird es für die weiteren Untersuchungen zweckmässig sein , das Coordinaten- 
system so zu legen, dass die Bahnebene mit der ay- Ebene identisch wird. Es wird 
dem zu Folge : 



dz 
' = '' = dt 



Oppolzer, BahBb«8ti]nmiingeii. 
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und die drei Gleichungen in (2) reduciren sich auf die einzige 
oder 



dy dx 



xdy — ydx = cdt (4) 

Dieser Ausdruck lässt ebenfalls eine wichtige Folgerung zu , da bekanntlich der eben 
angesetzte Ausdruck das doppelte Differential des Sector*s ist. — Es wird also : 

2c?(Sect) =cdt 
oder integrirt 

2 Sect = et (5) 

Die Integrationskonstantc ist in diesem Falle offenbar der Null gleich. Man leitet 
aus (5) den höchst wichtigen Satz ab: Für denselben Himmelskörper sind die durch 
die Radien vectoren überstrichenen Sektoren proportional den Zeiten^ in denen dieselben 
beschrieben wurden. Dieses Gesetz ist, da wie schon früher hervorgehoben wurde der 

Ausdruck ^ eliminirt ist, ebenfalls allen Centralbewegungen eigen. 

Für die Bestimmung der vier weiteren Integrationskonstanten muss ein anderer 
Weg eingeschlagen werden. Kehrt man zu den Gleichungen (i) zurück, wählt aber 
als ary- Ebene die Bahnebene so sind diese : 

Für die weiteren Untersuchungen wird es nöthig sein die Polarcoordinaten einzuführen 
und es soll mit dieser Transformation auch eine Integration ausgeführt werden. Mul- 
tiplicirt man die erste der Gleichungen (6) mit 2 dr, die zweite mit zdy und addirt, so 
wird: 

2 jrf^rg + rfygj + ^ [xdx + ydy) = o 

Es ist aber 

r2 = ^2^y2 

rdr = xdx '\'ydy 

demnach kann auch geschrieben werden 

d{dx^-\-dy'^} ^^ ^^_^ 

oder integrirt und wenn man mit h die Integrationskonstante bezeichnet 
Erliebt man die Gleichung (4) aufs Quadrat, so wird zunächst : 



d^ 
dt^ . 



oder umgesetzt 



x^ dy*^ -\- y^ dz^ zxy dxdy ^ 

dt^ 'dß ~ ^ 



f^2 . ^2] [^^^ -^AVA _ (^dx-\-ydy)^ _ 2 

^dx^ + dy^ _ rdrY_ ^ 
^ dt^ ^ \dt) ""^ • 
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Eliminirt man nwpt aus der so eben abgeleiteten Form und aus (7) den Werth : 7"^ ^ 
so findet sich 

oder 

rdr 

de = - 8) 

Es ist nun dr von di abhängig gemach t^ um aber die Kurve der Bewegung zu ermitteln, 
muss das Äbhängigkeitsverhältniss von dr und dv bekannt sein ; es ist aber 

rf(Sect) =ir2efo 

oder mit Rücksicht auf 

2rf(Sect) =cde 

wird erhalten 

dt = — dv (9) 



Aus dieser Gleichung fliesst die Bemerkung , dass die heliocentrische Winkelbewegung 
ein und desselben Himmelskörpers umgekehrt proportional dem Quadrate des Radius- 
vectors ist. Aus (8) imd (9) folgt : 

dv = — — (10) 

ry 2f*r — Är2 — c* 

Führt man nun statt der bislang gebrauchten Konstanten neue ein, indem man 



substituirt 


f=» 


T = «Mi-^^) 


so wird 


4 = £ 

a 






0= ^fxyad^e^ (II) 


demnach verwai 


idelt sich (10) in 






ya(i — e«) dr 



dv = 



•1/ xr — ^-a(i-e2) 



Man wird bemerken, dass ^ nun eliminirt erscheint, demnach hat die absolute Kraft 

der Wirkung auf die Gattung der Kurve keinen Einfluss. Der letztere Ausdruck kann 

leicht auf die Form 

dx 



gebracht werden ; die Integration nach dieser Transformation unterliegt keiner weiteren 
Schwierigkeit, wenn man sich erinnert, dass ist : 

/dx 
— ^ = arc cosa: + ^ 

Man wird zur Erreichung dieser Form zunächst bilden 



«JiZli^rf^ 



dv = 



^V ^^ «2 — e« e 



— ««^2 



«2)5 



2 

6* 
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-JiZlfi'rfr 



rf» = 



v-c^^^y 



Setzt man also : 



so ist : 



und demnach 



oder umgesetzt 



a{i-e^ _ j 



e&=-^iÜ^rfr 



V = arc cos 



m^y^ 



I -f- Ö COS (ü — o») ^ ' 



Zählt mau die wahren Anomalien (t?) von dem Punkte aus , in welchem der Himmels- 
körper der Sonne am nächsten steht (Perihel) , so wird w = o. Die Gleichung (12) 
repräsentirt dann die Gleichung eines Kegelschnittes^ dessen Brennpunkt im Anfangs- 
punkte der Coordinaten liegt ; a ist die halbe grosse Achse , e die Excentricität , die 
Bewegung findet daher in einer Kegelschnittslinie statt , deren Brennpunkt mit dem 
Sonnenmittelpunkte identisch ist. 

Die oben mit (7) bezeichnete Gleichung ergibt eine interessante Relation zwischen 
der Geschwindigkeit und der Entfernung von der Sonne einerseits und der Form des 
Kegelschnittes andererseits. Bezeichnet man mit ff die Geschwindigkeit so erhält man 
aus der Gleichung (7), da 






die Relation 

Es ist aber nach dem Obigen 



= /!£, 



4 = Ji 



demnach, da a positiv für die Ellipse^ unendlich für die Parabel und negativ für die 
Hyperbel ist, die Bahn eine 

Ellipse wenn ff<^'W ^ 

Parabel » ff=Y^ 
Hyperbel » ^>l/l^ 

Die Relation für die Parabel wird bei der Berechnung der Bahn einer Sternschnuppe 
nöthig werden. 
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Die bislang ermittelten Ausdrücke haben noch nicht die Verbindung zwischen 
der Bewegung und der Zeit hinreichend scharf hervortreten lassen ^ indem dt eliminirt 
wurde. Die Gleichung (9] wird aber diese Verbindung finden lassen mit Bäcksicht 
auf den Ausdruck (11). Bedenkt man, dass, wenn mit p der Parameter bezeichnet wird, 

Jt>=trxa (l — C2) 

ist, so wird nach (i i) 

und demnach verwandelt sich die Gleichung (9) , wenn man für 11 seinen Werth 
i^ (i +m) wieder einführt, in: 

r2cfo = Ä yp (i +m) dt (13) 
und die Integration ergibt , wenn mau bedenkt dass die Integrationskonstante mit der 
2«eit verschvdndet 

fr'^dv = kt yp[i+m) (14) 

Diese Gleichung gibt ein Hilfsmittel an die Hand, die Bewegung mit der Zeit zu 
verbinden , doch muss die angezeigte Integration für die verschiedenen Kegelschnitte 
verschieden durchgeführt werden ; sie ermöglicht aber auch die Bestimmung der Kon- 
stante k. Es ist nämlich : 

r^dv = 2rf(Sect) 
daher auch 

% (Sect) 

k = 



typ(iJ^m) 

Nimmt man für t die Zeit eines Umlaufes in einer elliptischen Bahn , so ist anstatt des 
Sectors die Fläche der ElHpse zu setzen. Es wird also sein : 

1 



k 



t yT+m 

Die Werthe rechts vom Gleichheitszeichen lassen sich für eine gegebene Planetenbahn 
mit grosser Schärfe bestimmen ; da die Bewegung der Erde am genauesten untersucht 
ist, so liegt es nahe die Daten derselben zu entlehnen. Qauss hat angenommen 

t == 365.256 3835 mittl. Sonnentage 

I 

354710 

a = I 
und findet zehnstellig 

log 2 7C =»;; 0.798 179 8684 

compl. log^= 7.437 402 1852 
compl. log y i +m = 9.999 999 3878 
logA = 8.235 581 4414 
k = 0.017 202 0989 5 
oder wenn man k im Bogenmasse ausdrückt so wird 

logÄ = 3.550 006 5746. 
Die von Gauss angenommenen Werthe sind aber nach neueren Untersuchungen keines- 
wegs ganz richtig, und es würde, wenn man die Annahme 

a = I 
beibehält, der Werth für k eine Abänderung erfahren müssen ; dass würde aber manche 



Digitized by 



Google 



46 

Unbequemlichkeit nach sich ziehen und man hat es desshalb vorgezogen die Gauss'sche 
Konstante unverändert beizubehalten , aber den Erdbahnhalbmesser dem entsprechend 
abzuändern. So wird nach Le-Verrierzu setzen sein für die Erdbahn 

a = i.ooo 00129 
um sich den neueren Bestimmungen für m und t anzuschliessen. (Vergleiche die auf 
pag. 22 gemachte Bemerkung.) 

Fasst man die gewonnenen Resultate zusammen , so lassen sich dieselben dem 
Wesen nach in die vier folgenden Punkte zusammenfassen : 

1. Die Bewegung des Himmelskörpers findet in einer Ebene statt, die durch den 
Sonnenmittelpunkt geht. 

2. Die von dem Körper beschriebene Kurve ist ein Kegelschnitt, der seinen 
Brennpunkt im Mittelpunkte der Sonne hat. 

3. Die Bewegung in diesem Kegelschnitte ist so beschaffen , dass die in ver- 
schiedenen Zeitabschnitten von den Radienvektoren beschriebenen Flächen- 
räume diesen Zeitabschnitten proportional sind. Das Yerhältniss dieser 
Flächenräume zur Zeit ist demnach ein konstantes. 

4. Für die verschiedenen um die Sonne sich bewegenden Körper steht das 

Quadrat des in 3. erwähnten Quotienten |(^^ ^) \ iio. zusammengesetzten 

Verhältnisse der den Bahnen zugehörigen Parameter und der Summe der 
Sonnenmasse und der Masse des Himmelskörpers. 
Diese Gesetze sind in ihren Hauptzügen zuerst von Kepler erkannt worden. 

2. Die Relationen zwischen dem Orte in der Bahn und der Zelt. 

Um den Ort des Planeten mit der Zeit zu verbinden, ist die Integration der auf 
pag. 45 gegebenen Gleichung (14) durchzuführen. Es ist aber diese Integration wesent- 
lich von der Form des Kegelschnittes abhängig und muss für die Ellipse, Parabel und 
Hyperbel gesondert durchgeführt werden. Letzteren Kegelschnitt werde ich aber nicht 
speciell betrachten, indem die für denselben geltenden allgemeinen Methoden wol nie- 
mals im Sonnensysteme Anwendung finden werden und demnach nur der Fall in 
Betracht kommt, in dem die Bahn wenig von der Parabel verschieden ist; die letzteren 
Bahnformen bedürfen aber eigenthümliche Methoden imd es wird desshalb nöthig sein 
in einer dritten Abtheilung dieselben besonders zu behandeln. 

a. Ellipse. 

Bestimmt man den Hilfswinkel E nach 

tgi^-tgiDl/lHJ (,) 
so ist r I -h e 

I -f-c cost? = sin^^t? 4- cos^^t? -f- e cos^^t? — e sin^-Jr 

= (!+«) cosHrji+TfJtgH"! 
Mit Berücksichtigung dieser Umsetzamg kann die Gleichung 

I 4- «008t; 
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geschrieben werden 

^ ~ (i + c) cos^v ^ \ i-f-e ^"'i — e ( 

Hebt man (i — e^) als gemeinschaftlichen Nenner heraus, so findet sich 

(i — e cosE) (2) * 



oder auch 

r = a [i — e cosE) (3) 

In dem Ausdrucke r'^dv ist nun dv ebenfalls als Funktion von dE auszudrücken. Es 

wird durch die Differentiation von (i) 

Die erste Transformation des Ausdruckes für r aber gestattet zu setzen 

(oosiv \2 p 



es ist demnach 



rdv = ^ rfJ? (4) 



und man erhält durch Multiplication von (2) und (4) 

r^dv = — ?-i- - (1 —e cosE) dE 

(l-«2)t 

oder mit Rücksicht auf die Gleichung (14) des vorausgehenden Kapitels 
kt Ypii +m) = — ^^ /(i — « cos^J dE. 

(, _e2)V 

Zählt man die Anomalien vom Perihel aus, so wird die Integrationskonstante der Null 
gleich und man hat nach Durchführung der Integration 

^iyj^=E-esmE=M (5) 

Den Winkel v nennt man, wie diess schon erwähnt wurde, die wahre, E die excen Irische 
und M die mittlere Anomalie. 

Die Gleichung (5) gibt sofort das dritte Kepler' sehe Gesetz. Bezeichnet mau 
mit T die Umlaufszeit eines Planeten , mit 2\ die eines anderen , so wird sein , da für 
einen Umlauf 

M= 27t 

ist, für die zwei Himmelskörper 

3 — 27t — j 






woraus sofort abgeleitet werden kann : 

T: T, = ^ . , 

y I H-m y I -\-mx 

Vernachlässigt man die kleinen Grössen m und mj, so erhalt man das dritte 
Kepler' sehe Gesetz in der Näherungsform, wie dasselbe von Kepler zuerst erkannt 
wurde. 

Es lassen sich zwischen r, v und E noch mehrere Relationen aufstellen , die für 
die Folge nöthig sind. Für e wird häufig der Winkel q> eingeführt, der sich bestimmt 
nach sin g) = e 
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es wird also zunächst sein 

demnach ist 

tglt> = tgi£tg(45°H-49>) (6) 
Es ist nach der bekannten Polargleichung und nach (3) 



woraus abgeleitet wird 
Oben fand sich 



r = -i L = ö I — « cosjB) 

r cost? = a (cosJS — e) (7) 



fl(l— c2) 00821^ 

^ '_» ~~ . — . . * 



Multiplicirt man rechts und links mit sine ^ so findet sich 

r sint? = -^— 1 — ' sin J5 l/ —^— 

r sinr = a ^\ — e ^ sin J5 (8) 
Von den Gleichungen (7) und (8) wurde auf pag. 19 bereits Gebrauch gemacht. Die- 
selben Gleichungen werden oft mit Vortheil zur Bestimmung von r und v aus E ver- 
wendet werden können. Man kann statt derselben aber noch andere Gleichungen 
benutzen , die in der Anwendung zwar etwas weniger genau y aber bequemer sind. Es 
ist nämlich 

^r cob\v = y a (i — e) cos{ 

(9) 



cos^JS ] 
sin^jB j 



Y^ sin |r = Y^ (* + ^J ^^ ! 
Die erstere dieser Gleichung findet sich direkt aus dem schon mehrfach benutzten 
Ausdrucke 

^ ' cos* i 17 

die zweite Gleichung entsteht aus der ersteren, wenn man beiderseits mit tg^t? mul- 
tiplicirt, aber für tg^t? rechts vom Gleichheitszeichen den Werth tg^^l/ \-z~ einsetzt. 
Die Gleichung (5) 

gestattet, den Ort des Himmelskörpers in d^r Bahn zu berechnen. Ist M^ die mittlere 
Anomalie zu einer bestimmten Epoche T^ und Mx die mittlere Anomalie zur Zeit T^ 
so berechnet sich M^ aus 

Drückt man die Zwischenzeit in Einheiten des mittleren Sonnentages aus und be- 
zeichnet dieselbe mit t^ und setzt die Konstante 

k Vi+m 

SO ist auch 
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/i wird die tägliche mittlere siderische Bewegung genannt, und wird gewöhnlich in 
Bogensekunden angesetzt. 

Die Gleichung zwischen der mittleren und excentrischen Anomalie : 

welche die Bestimmung von v für eine bestimmte Zeit vermittelt, ist eine transcendente ; 

in derselben muss, wenn jB und M in Bogenmass angesetzt werden sollen, um alles 

homogen zu haben, angenommen werden 

siny 

sini" 

Die Gleichung ist, wenn E nach M bestimmt werden soll (K e p 1 e r ' s Problem) 
direkt nicht lösbar; zweckmässig geleitete Versuche werden aber rasch den wahren 
Werth finden lassen. Ist sonst keine Näherung bekannt , so wird man , wenn die Ex- 
centricität klein ist (Planetenbahn) im ersten Versuche setzen : 

M=E 
und unter dieser Annahme für E den Werth von M suchen; die hervortretende Diffe- 
renz {dM) zwischen dem wahren Werthe von M und dem so gefundenen wird man zur 
genaueren Bestimmung von E verwerthen. Man erhält leicht durch die Differentiation 
von (5) 

dE= ^^ 



I — ecosE 

aus dieser Relation wird man mit Hilfe des genäherten Werthes von E aus dM den 
Werth dE ableiten ; man wird dieses Verfahren so lange fortzusetzen haben , bis der 
wahre Werth von E ennittelt ist. Das folgende Beispiel wird das Verfahren anschau- 
lich machen. Es sei 



q>= f 14' 33" 


33 


log sin y = g.ioo 6142 


' 3/ = 212« 59' 38" 


06 


löge" =4.4150393 


so ist für den ersten Versuch 






J5;=2i3"o' 




dM= -3« 56' 


log sin A' = 9^ 7361 




log cos J5 = 9^ 9236 


löge" sin jB= ^^ 151 1 




löge cos J5=: 9^0242 


e"sinE= —3^56' 


log(i 


— ecos^ = 0.0437 


Jf' = 2i6«56' 




rf^ = -3°33' 



Für den zweiten Versuch gestaltet sich die Rechnung 

E = 20cf 27' o" 00 dM = — 27"i4 

log sin JS =: 9^ 69 1 6683 log cos E= q^ 9399 

log e" sin£ = 4^ 106 7076 log e cos jB = 9^ 0405 

e" sin jB = — 3^ 33' 5" 20 log ( i — e cos E] = 0.0452 
3f' == 3 13« o' 5" 20 dE==— 24" 46 

Der dritte und letzte Versuch lässt finden 

£ = 209« 26' 3 5" 54 dM= o" 00 

log sin J5= 9^691 5771 
löge" sin^ = 4^ 106 6164 
e"sin£=— 3«33'2"52 
3/' = 3 12° 59' 38" 06 

Oppolzer, BabnbeHtimmungen. 
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Hat man eine Beibe von Werthen der excehtrischen Anomalie zu finden , so 
werden in der Regel die vorausgehenden Werthe einen solchen sicheren Schluss auf die 
folgenden gestatten^ dass man fast aller Versuche überhoben ist. 

Wird die Bahn so excentrisch, dass sich dieselbe wenig von der Parabel (e nahe 
= I oder 9) nahe = 90*^) unterscheidet, so werden die eben entwickelten Methoden 
nicht anwendbar, da die Bestimmung von E nach M mit Hilfe der gewöhnlichen 
Tafeln allzu unsicher wird ; in der (l ritten Abtheilung (c) werde ich die in diesem Falle 
einzuschlagenden Verfahrungs weisen darlegen. 

b. Parabel. 

Um den Ausdruck r^ dv für die Parabel in geschlossener Form zu integriren, 
bedarf man keines Hilfswinkels, denn da e = 1 wird , so ist 

r = —P = ^— 

I -H cost? 2 cosi «2 

und 

Es wird demnach durch die Integration erhalten 

kt yp[iJ^m] = i;>2 {tg|r + I tg^ \v) 
in welchem Falle wieder die Integrationskonstante der Null gleich ist, da die Zeit vom 
Perihel aus gezählt wird. Man hat demnach zur Bestimmung von v die kubische 
Gleichung 

Da die Masse der Kometen so nahe der Null gleich ist , dass bislang an eine 
Bestimmung derselben nicht gedacht werden konnte , so wird man stet^ m = o setzen 
müssen. Bei Kometen führt man meistens statt des Parameters [p) die Periheldistanz 
[q) ein, es ist aber für die Parabel 

p=-2q. 
Man kann demnach anstatt der Gleichung ( i ) etwas einfacher schreiben : 

tgit>+ltg3^t. = -^. (2) 

Diese kubische Gleichung kann für jeden speciellen Fall entweder direkt ohne 

oder mit Hilfe von entsprechend konstruirten Tafeln oder durch Versuche gelöst 

werden. Hat man keine Hilfstafeln zur Hand, so wird man sich mit Vortheil zur 

direkten Bestimmung von t? des folgenden Verfahrens bedienen. Setzt man 

tg\v = 2 cotg 2y = cotg y — tg y 

so ist 

tg|t?3 = - 3tgio + cotgy3 — tgy» 

man kann demnach statt der Gleichung (2 ) schreiben : 



cotgy3 — tgy3= 3 



Zkt 



Setzt man überdiess : 



qiyi 
cotgy = y^cotg^ß 
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so wird auch gesetzt werden dürfen 

cotg/? = ^ 

Beseichnet man mit c den Werth: ^ 80 ist die Berechnung der wahren Anomalie in 
der Parabel reducirt auf das folgende Rechnungsschema : 

log 0=1.738 8423 

tg^t? = 2 cotg 2y 
Bei weitem bequemer ist es aber, bei dieser Berechnung von den für diesen Fall 
konstruirten Tafeln Gebrauch zu machen. Die bekannteste ist die B ark er'sche Tafel, 
welche mit dem Argumente v den Werth 

Jf=75tgit? + 25tgic3 

angibt; ist demnach 3f gegeben, so wird man mit Hilfe dieser Tafel leicht das zuge 
hörige v finden ; und ebenso die umgekehrte Aufgabe lösen , wiewol diese letztere auch 
ohne Anwendung der Tafeln ziemlich kurz ist. Der Werth von M kann leicht ge- 
funden werden ; setzt man 

vT ^ 
log C= 9.960 1277 
und bezeichnet mit / die Zeit, welche seit dem Periheldurchgange verflossen ist, so 
wird 

V wird positiv nach dem Periheldurchgange vor demselben aber negativ gezählt. Die 
hiezu erforderlichen Tafeln finden sich in grosser Ausführlichkeit in Olbers' Werke 
über die Bestimmung einer Kometenbahn in der zweiten durch Encke besorgten Aus- 
gabe und in Watson's theoretical astronomy. Es scheint mir jedoch zweckmässiger 
statt der Konstanten C die Einheit einzuführen und demnach zu setzen 

3f=tgir2j:+|tgi.,»Jf =-L. 

und dem entsprechend habe ich die Barker'sche Tafel umgeformt. Die Tafel V gibt 
von o** — 30° den Werth von M=—^ mit dem Argumente «? von i' zu i', von 30*^ ab 

bis 175° ist für dasselbe Tntervall des Argumentes log 3f angesetzt. Die Tafel weiter 
auszudehnen schien nicht angemessen, da die Berechnung der wahren Anomalie bei so 
grossen Werthen zweckmässiger und bequemer nach anderen später zu erläuternden 
Methoden durchgeführt werden kann. Ausserdem findet sich in dieser Tafel eine 
Nebenkolumne die mit dem Argumente v den Logarithmus der Aenderung von M^ 
beziehungsweise log 3f, für eine Bügensekunde in Einheiten der letzten Decimale an- 
gibt, und demnach bei der Interpolation gute Dienste leisten wird. Der Tafel ist eine 
solche Ausdehnung gegeben , dass man in der Regel mit der Berücksichtigung <lcr 
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ersten Differenzen ausreichen wird ; will man jedoch die zweiten Differenzen mitnehmen, 

was in allen Fällen ausreicht , so wird die Anordnung der Nebenkolumne sehr leicht 

dieses Ziel erreichen lassen. Ist v gegeben, so nehme man zur Interpolation den Werth 

von log Dif i" der sich in der Mitte zwischen v und dem nächstliegenden Tafelwerth 

befindet, ist aber M oder log M gegeben, so genügt ein roher Ueberschlag, um auf den 

ersten Blick den beiläufigen Werth der gesuchten Grössen [v] erkennen zu lassen, 

nimmt man nun für log Biffx" den Werth aus der Nebenkolumne, der in der Mitte 

zwischen dem nächsten Tafelwerthe und der gegebenen Grösse liegt , und berechnet 

damit den Interpolationswerth , so hat man das vorgesteckte Ziel erreicht. Ist die 

Anomalie kleiner als i 140°, so ist die Berücksichtigung der zweiten Differenzen nicht 

nöthig , sie können aber fast ohne Mühe ganz beiläufig mitgenommen werden. Mehrere 

Beispiele werden das Verfahren erläutern; für den Kometen III 1867 wird im zweiten 

Theil des vorliegenden Bandes gefunden 

für die Perihelzeit: 7'= 1867 Nov. 6.99927 mittl. Berliner Zeit. 

für den log. der Periheldistanz : log q = 9.5190730. 
3 
Es ist zunächst log q^ = 9.278 6095. Es sei zu suchen die wahre Anomalie für Octob. 

1.44530, November 4.0, und ferner die Anomalie, welche loooo Tage nach dem 

Periheldurchgang statt hat. Es ist für die drei Fälle 



\ 


I 


II 


.111 


t 


— 36.55397 


— 2.99927 


4- 10000.000 


logt 


i«562 9345 


o„477 0156 


4.0000000 


log 3/ 


2„284 3250 


i„i98 4061 


4.721 3905 


M 

Für I und II ist i 


—15-790873 

es ausreichend die ersten Differenzen bei der Interpolation mit- 


zunehmen. Es wird sein für I : 






Differenz von log 
für II: 


Mfär i09°56' 
log I)if 
log Dif 1" 

Jv 
f>= — i09"55 


— 170 
2„ 2304 
1.6028 
-4" 24 
'55" 76 




Differenz von Jlf für 21° 30' — 


5040 





log Dif 3„ 7024 
^ogDifi" 2.3302 
//» — 23" 56. 
r= — 21° 29' 36" 44 
für HI: 

Ein beiläufiger Ueberblick zeigt dass f> bei 170" 44' 54 sein wird; ich nehme 
nun log Dif i" für 170" 44' 77 aus der Tafel und finde: 
Differenz von log iW von 170° 45' — 10643 

l»g ^J" 4n 02706 

log Dif i" 2.58856 

Jv = — 27" 45 

p= 170" 44' 32" 55- 
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Beispiele für den umgekehrten Fall anzusetzen halte ich nicht für nöthig^ da in 
diesem Falle die Anwendung der Tafel V unmittelbar ersichtlich ist. 

Wird die Anomalie sehr gross (> 167°), so hat B es sei ein Verfahren ange- 
geben^ welches in diesen Fällen die Anwendung der Barker' sehen Tafel umgeht und 
viel bequemer ist, als die Benützung des bislang angegebenen Verfahrens; man wird 
aber selten genug Veranlassimg haben von demselben Gebrauch zu machen , da die 
Kometen meist nur in verhältnissmässig kleinen Anomalien beobachtet werden können; 
bei sehr kleinen Periheldistanzen wird aber diese Methode bisweilen von Nutzen sein, 
da in diesen Fällen. kurze Zeit vor und nach dem Perihel die wahren Anomalien sich 
dem Werthe 180° annähern. 

Man hat nach (2) 

*' =tgic + itgit?3 = |tgit?3{,4.3cotgir2} 



qi Vz 

multiplicirt man den letzten Ausdruck mit: (i H-cotg^r*)' und dividirt ihn wieder 
durch dieselbe Grösse und setzt 

i-f-Scotg^p' _ . 

(iH-cotglr«)« 

so ist 

Es ist b nothwendig nur um eine Grösse vierter Ordnung von der Einheit verschieden, 
wenn man cotg \v als eine kleine Grösse erster Ordnung betrachtet; denn entwickelt 
man den Nenner nach steigenden Potenzen von cotg^t? so findet sich 

b=i +?-i-^cotg|ü4+... 

Es ist weiter 

' tg ir 3 {i + cotg ir2} 3 = {tg ^f> + cotglr}3 = ^-^^3 



Demnach wird 






qj y% zsmv^ 

Bedenkt man, dass b sehr nahe der Einheit gleich ist, so wird, wenn man w bestimmt 
nach 

Sin w? = -f—^ 

w nur sehr wenig von v verschieden sein können. Für w wird man stets den Werth 
bei 1 80^ annehmen , vor dem Perihel wird also w im dritten Quadranten , nach dem 
Perihel im zweiten Quadranten anzunehmen sein; im ersteren Falle wird man auch w 
negativ nehmen dürfen. Am zweckmässigsten wird es aber sein, vorerst auf das 
Zeichen von t keine Rücksicht zu nehmen und demnach to stets im zweiten Quadranten 
anzunehmen und erst nach Ermittelung von v am Schlüsse der Rechnung das ent- 
sprechende Zeichen voransetzen. 
Setzt man: 
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so ist d eine kleine Grösse, die mit dem Argumente to in eine Tafel gebracht werden 
kann ; es stellt sich demnach die Angabe, d als Funktion von ir darzustellen. Es ist 

ü^ = 3 tgi (tr + ^) + tgi («^ + «J) » 
oder auch 

Demnach ist, wenn man zur Abkürzung einfuhrt 

tg\w = 6 

tg\S = x 
und bedenkt, dass ist 

auch die Gleichung 

e^ ^ i — ßx ''^ \i — ex) 

daraus erhält man weiter 

+ e^[e^ + iB'^x + iex'^ -\' x^) 

Ordnet man nach Potenzen von x^ so wird gefunden 



= a; — 6a;2 4- 



Es ist demnach a: durch eine kubische Gleichung bestimmt und das Problem 
erscheint hiermit gelöst. Um aber die numerische Berechnung der verlangten Tafel zu 
erleichtem, hat Bessel weitere Transformationen vorgenommen. Setzt man 

3Ö(i+4Ö«H-»Ö* + Ö«) ^ 

80 wird sein 

Entwickelt man mm nach steigenden Potenten von y und bleibt bei den Glie- 
dern dritter Ordnung stehen, so wird zunähst sein 






oder auch 






Um nun den Werth von d zu bekommen , bedenke man , dass durch Benutzung 
der Reihe für den Bogen durch die Tangente ist : 

d=2x-^^x^ + ^x^ . . . 
Demnach ist auch 

d=2y + 2ey^ + y^ ___^_^___^_^____ + . . . 

Betrachtet man — als eine Grösse erster Ordnung, so ist y von der fünften, B^y^ 
aber von der neunten Ordnung und das dritte Glied der Reihe für d ist dem zu Folge 
von der dreizehnten Ordnung und kann demnach innerhalb der Grenzen der Anwendung 
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dieser Methode fortgelassen werden. Es ist also ^nfEicher. mit hinreichender Ge- 
nauigkeit 

d^2y + 24fy^ 
Hessel hat nun nach dieser Formel eine Tafel berechnen lassen^ die mit dem 
Argumente w den Werth von d gibt. Ich habe diese Tafel theilweise als Tafel VI auf- 
genommen; der Gebrauch dieser Tafel ist so einfach , dass eine Erläuterung desselben 
überflüssig ist; ich werde nun die zur Rechnung erforderlichen Formeln zusammen- 
stellen imd darnach ein Beispiel ausfuhren. Man hat zunächst 

sin to = Z) J-J: 

log D == 0.780 3008 
Mit dem Argumente w nimmt man aus Tafel VI d und es ist dann 

Ich werde zur Erläuterung das dritte der früher gewählten Beispiele nach diesem 
Schema durchführen : 

\ogDYq = 0.5398373 

|log^ = 1.333 3333 

sin w = g. 206 5040 

w = 170^44' 31" 13 
d = + i"42 (Tafel VI) 

V = 170^ 44' 32" 55 
vollkommen mit dem früher gefundenen Werthe übereinstimmend. 

c. Bahnen von nahezu parabolischer Gestalt. 

Zur Bestimmung der wahren Anomalien in einer nahezu parabolischen Bahn 
bieten sich drei Methoden dar, die von Bessel, Brünnow und G a u s s herrühren ; 
letztere Methode verdient in Folge ihrer grösseren Allgemeinheit den Vorzug; da aber 
die ersteren zwei Methoden häufig angewendet werden, so werde ich zuerst die zum 
Vei:8tändniss derselben nöthigen Ableitungen aufnehmen , aber nicht die zur Anwen- 
dung unumgänglich nöthigen Hilfstafeln mittheilen, während ich die Hilfetafeln, die 
Gauss' Methode erfordert, in extenso der angehängten Tafelsammlung einverleiben 
werde. 

a. BessePs Methode. 

Die wahre Anomalie in einer nahe parabolischen Bahn wird sich im Allgemeinen 
nicht viel von derjenigen unterscheiden, die eine parabolische Bahn darbietet, welche 
mit ersterer eine gleiche Periheldistanz hat; den Unterschied zwischen diesen beiden 
Anomalien zu ermitteln, ist der Endzweck der Bessel' sehen Methode. Es ist 

/r2 dv =zktYp 
p = q[i+e) 



(l 4- CC08ü)2 
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demnach wird auch, wei^n man setzt 

{i-e) = d 
WO der Voraussetzung nach d eine kleine Grösse sein muss^ 

— — = / ( I 4- cos V — (Jcos r ) ~ c/t? 

oder in eine Reihe aufgelöst nach steigenden Potenzen von d 

kt /* dv i. A /* cos ^ ^^ , * 2 C^—^21^1^^— \ 

5i(, + e)l ~J (i + co8t?)2 "+"^ V (i+co8t;)3 "+-3 J (,^-co8i;)4 "^" 

Setzt man 
so wird 

und man findet 



tg\v = % 



I — t2 , z dt 
cos V == - -; s- «f = r— 9^ 



J (l + CQ8t?)2 i ( ^ "+""3 



3 » 

J (I +C08I?)3 2(5) 

u. s. w. 
Um nun den ganzen Ausdruck nach steigenden Potenzen von d zu entwickeln 

und überall e fortzuschaffen, wird man in : — y ^ ebenfalls setzen müssen 

[l+e)^= (2~(J)*= ^2{2-|(l + -^(|2_.....}| 

Es wird dann 

^17; = ^ + T + * 1 T ~ T - T i + ^ I "^ - li- "^ ^ I + • • • 

bezeichnet man mit w die Anomalie , die zur Zeit t gehört , in einer Parabel , deren 
Periheldistanz q ist und setzt 

so wird auch sein müssen 



qiyz 3 

der Unterschied zwischen ^ und t wird eine Funktion von d sein und man wird daher 
haben im Allgemeinen : 

Demnach wird sein 

Vergleicht man diese Reihe mit der früher gefundenen , so wird man leicht schliessen, 

dass ist : 

„ _ ilziiliiiil! 

P~ . ~ "(H-r2)3 
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Die Coefficienten a und ß verbinden die Ausdrücke tg^t? und tg ^ 2^7; will man 
aber den Unterschied zwischen to und t? unmittelbar bestimmen^ so bemerke man, 
dass ist 

arctg^ = arctg (t + ^«^) =arctgT+7^~ (1^2)2 "^'" 
oder mit Bäcksicht auf das Obige 

" = ■> + FTT. »' + lTi?r. - TTT^. I -" + • • 
Setzt man also übersichtlich 

w = v-^ Äd — B' 8'^ , .. 
80 wird man finden, nachdem man für a und ß die früher gefundenen Werthe sub- 
stituirt 

^— (i + t2)2 

(i + r2)4 
Ä und B' sind in Tafeln gebracht worden mit dem Argumente t?. Man wird diese 
Coefficienten benutzen, wenn die wahre Anomalie in einer Ellipse oder Hyperbel 
gegeben ist imd man die Zeit des Periheldurchganges finden will. 

Um aber die umgekehrte Aufgabe zu lösen , nämlich die wahre Anomalie zu 
bestimmen för ein gegebenes Zeitmoment, muss eine Reihe gefunden werden, die 
ebenfalls nach steigenden Potenzen von d geordnet ist, deren Coefficienten aber Funk- 
tionen von w sind. In den Ausdrücken A und B' wird man daher statt % überall d- 
einfuhren müssen; zu diesem Zwecke wird aber zunächst die Taylo rasche Reihe geben 

f[v) =f[w + Jto) =f[w) +f(w) dw+r[w) ^'+ . . . 

es wird aber sein 

v = w + a8 + bd'^ + . . . 
wo jetzt a und b Funktionen von d- sind ; daher auch 

f[r>) =f(to) +f {w) {ad + Ä<J2} +/' [w] \'^'\ +... 
oder nach steigenden Potenzen von d geordnet : 

/ W ^/M + «J«/'«' + <J* 1*/' H -I- tV' H j + . • . 

Diese Transformationsformeln werden gestatten , die vorgelegte Aufgabe durch- 
zuführen ; da der Coefficient A schon mit d multiplicirt erscheint, so kann man das mit 
p^ multiplicirte Glied der eben entwickelten Reihe schon fortlassen , da durch dasselbe 
nur Glieder dritter Ordnung entstehen, die bisher übergangen wurden. Bezeichne ich 
nun mit A» und B'» die oben für A und B' gefundenen Ausdrücke, nachdem. in den- 
selben statt T überall & geschrieben wurde, so wird sich finden, wenn wieder Alles nach 
Potenzen von ä geordnet wird 

Entwickelt jnan die eben angezeigten Coefficienten und vergleicht diese mit der oben 
angesetzten Reihe : 

«? = 1^7 + ad + Jd^ + . . . 

Oppolzer, Bahnbestimmangen. 8 
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so wird man finden , dass ist : 



a 



(14-^2^2 



1 _ -A»-A^^ + H^^4-m^^+il^«+, !Tr^" 

a und i sind ebenfalls in Tafeln gebracht worden^ da aber a und A dieselbe Form 
haben^ so kann ein und dieselbe Tafel für beide Coefficienten gelten. I n der von E n c k e 
besorgten Auflage des Olbers' sehen Werkes über die Bestimmung einer Kometenbahn 
finden sich in Tafel V die nöthigen Grössen. Es ist daselbst bezeichnet 

mit A der Wefth a X 2o62"648 
n B n »ix 2o"62648 
» 5' » » 5' X 2o"62648 
man erhält damit Alles in Bogenmass ausgedrückt und es wird sein 

V =w -i-A [loo (i — e)] + B [loo (i — e)Y -+-... 
w = v —A [loo (i — e)] — B' [loo (i — e)]^ -+-... 

ß. Brünnoto*8 Methode. 

Diese Methode ist ganz der vorausgehenden nachgebildet und ist von Bessel 
in dem darauf bezüglichen Aufsatze angedeutet worden. 

Setzt man wieder 

tgit? = T 
so ist 

I-t2 
I -f- r2 

dv = ; — ^ dt 

I + t2 

und man hat ähnlich wie früher 






Schreibt man zur Abkürzung 



. I — e 



so gibt eine leichte Transformation des eben aufgestellten Ausdruckes die Form : 

Die Ausfuhrung der angezeigten Integration gibt ; nachdem man den zu intcgrirenden 
Ausdruck in eine Reihe aufgelöst hat: 



^• = ' + *-— •if' + fV"-'l7+7l--Mf + fl+- 

Von hier ab schliessen sich die Transformationen ganz denjenigen an, welche bei 
B e s s e P s Methode durchgeführt wurden ; es wird zunächst gesetzt 
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wobei aber beachtet werden müss, dass O- nicht mehr zu einer parabolischen Bahn ge- 
hört, deren Periheldistanz q ist; femer wird die Form angenommen 

^ = T + ae + /S«2 4. ye3 + . . . 

in welcher Reihe a, ß^ y . . . Funktionen von t sind. Man findet für denselben durch 
gehörige Entwicklung nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten 



a = -^ =— . — - 

(i + r2)3 



^ ' (i + t2)"5 

setzt man analog , wie diess früher geschah, um die Differenz der Bögen tr und t? zu 
finden, zunächst « 

arctg*=arctg(T + ^T)=arctgT + J^,-^fi^, + ^|L.(^r)»-... 

so wird man haben 

Jt = ai + /?t2 4- yf 3 + . _ 

z/t^ = Of3e*3 + . . . 

und es wird sein übersichtlich 

w = v -- A [loot] + Z>(ioot)2— E{iooi)^, 
Die Substitution der oben gefundenen Werthe von a , ß und y lä^t finden , wenn Alles 
im Bogenmass ausgedrückt i^'erden soll : 

-" — (, ^|-2j6 " • O 2OO2O4Ö 

Die Coefficienten A, D und ^ hat Brünnow in Tafeln gebracht (Hrünnow, 
Astronomical Notices No. 2). Wie man sieht, hat Brunn ow's Methode vor der 
Boss er sehen den Vortheil, dass für kleine Anomalien die Korrektionen wesentlich 
kleiner sind, weil der Coefficient A bei Bessel schon t in der ersten Potenz enthält, 
während bei Brünnow sofort %^ als die niedrigste Potenz von t in dem ersten Kor- 
rektionsgliede erscheint. Ersetzt man, um für die Umkehrung der Aufgabe geeignete 
Ausdrücke zu bekommen, t durch d- nach den bei der Bessel' sehen Methode mit- 
getheilten Principien, so wird sich nach Durchführung einiger etwas weitläufiger Re- 
duktion ergeben eine neue Reihe von der Form 

v = w + A[iooi) + B[iooi)^+ C[ioo%)^ + . . . 
in welcher die Coefficienten die folgende Bedeutung haben : 



A = 



?^f'-6^"648 



i^ — (j-:^^2[« •02002048 



i>' 
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Ich habe B es sei's und Brünnow's Methode nur andeutungsweise behandelt, 
da beide Methoden in Beziehung auf Allgemeinheit der Gauss* sehen nachstehen; 
ich werde deshalb die letztere ausführlich vornehmen imd mit der zweckmässigen Ab- 
ändetung vortragen, die von Nicolai herrührt und sich auf die von Gauss mit C 
bezfeichnete Grösse bezieht. 

y. Gami Methode. 

Um diese Methode gleichzeitig für die Ellipse oder Hyperbel zu erweisen , gehe 
ich von einer anderen Grundgleichung aus , als diess Gauss gethan hat. Es wird im 
Verlaufe der Ableitung mehrmals Imaginäres hervortreten, wenn e grösser als die Ein- 
heit (Hyperbel) wird ; da aber in den Schlussformeln dasselbe wieder eliminirt erscheint, 
. so hat dies« weiter keinen nachtheiligen Einfluss ; ich umgehe dadurch, wie mir scheint 
dem Zwecke entsprechend, die sonst hervortretende Unterscheidung, je nachdem die 
Bahn elliptisch oder hyperbolisch ist. Bei der hier gegebenen Ableitung zu Brünnow's 
Methode war die Form erlangt worden 

(i+tgH«?) (i + ^tg^t^l^^^tgit? 



setzt man 




so wird erhalten 




oder integrirt : 






= 2 yo 



=/■ 






de 



-3«^ , i-Se .« i-je 



6 + ^ö2 — HLZlß^i ^ . . . 



3 ' 5 7 

Da (i — e) eine Grösse erster Ordnung ist, so wird 6 von derselben Ordnung sein 
müssen, da ir == ß 

angenommen wird. (Gauss nimmt bei seinen Untersuchungen }/^d als Grösse erster 
Ordnung an). Die eben gefundene Reihe kann in zwei Reihen zerfallt werden; setzt 
man nämlich 

/S = 2 /ö{l— d + Ö2_Ö3 + . . .} 

80 wiild sein . 

kt{i—e)^ 



9^ 



= a-- eß 



Man wird sich leicht überzeugen können , dass a und ß in der Relation des Bogens 
zum Sinus stehen, ausserdem wird stets sehr nahe 

a^=eß 
in dem vorliegenden Falle sein., so dass die eben gefundene Gleichung in der Form zur 
Lösung nicht brauchbar ist. Man kann sehr verschiedene Transformationen vornehmen, 
die alle das Ziel erreichen lassen, dass die Berechnung dieser Differenz mit hinlänglicher 
Schärfe mit Hilfe der gewöhnlichen logarithitlischen Tafeln vorgenommen werden kann; 
um aber später eine Grösse [B) so nahe der Einheit gleich setzen zu können, dass man 
hierbei nur Fehler zweiter Ordnung (nach Gauss' Ordnungsbestimmung vierter 
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Ordnung) begeht, wird sich die von Gauss vorgeschlagene Tninsfonnation besonders 
empfehlen. Es wird sein. 

Setzt man 

tt-8 



A= 15 



so wird zunächst erhalten werden 



führt man überdiess ein : 

ß _ 9« + /? 

von welcher Grösse später gezeigt werden soll, dass dieselbe nur um eine Grösse zweiter 
Ordnung von der Einheit verschieden ist, so wird : 

Setzt man vorläufig B als bekannt voraus, so wird man die vorstehende Gleichung so 
entwickeln können, dass man zur Auflösung derselben (Ermittlung von -4) die Bar- 
ker 'sehe Tafel (Tafel V) benutzen kann. 
Nimmt man an, dass ist: 



so wird sein : 



1+9« * 



^ l/»+9« 



]/'-^=tg^w + \tg^w 



welche Gleichung sofort mit Hilfe der Karker'schen Tafel gelöst werden kann (He- 
stimmung von w) , sobald der Werth von B bekannt ist. Ich nehme vorläufig an , dass 
B bekannt sei und will , um die Uebersicht zu erleichtem , gleich zeigen , wie man die 
Operation weiter fortzuführen hat, um v bestimmen zu können. Es war gesetzt worden : 



Setzt man nun (mit Nicolai) 

und nimmt wieder vorläufig den Werth von C als bekannt an, so wird sein : 



'4-9« * 



Ist V bekannt, so kann r sehr leicht berechnet werden nach 

i + e cost? 
welche Formel sehr bequem ist, und die ich den übrigen Abänderungen vorziehe, will 
man aber r nach einer ähnlichen Form , wie dieselbe in der Parabel angewendet wird, 
berechnen, so bemerke man, dass sich schreiben lässt : 

r = ? 

co8H»(i4-ö) 

oder für der obige Werth eingesetzt : 

•. 1 



(1 + ^402) C082^V 
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Die bislang angezeigten Operationen bedürfen aber zum Nachweise der Ausführ- 
barkeit die Bestimmung der Werthe von B und C und es wird sieh zweckmässig er- 
weisen B und C als Funktionen von A darzustellen. Die Berechnung von C wird auf 
direkte Weise geschehen, B wird aber indirekt ermittelt werden müssen, da die erste 
Auflösung der oben angesetzten kubischen Gleichung ohne Kenntniss des Werthes von 
A geschehen muss. Setzt man für a und ß die früher gefundenen Reihen ein , so wird 
man haben : 

15 (a— /S) = 2 /6{ioö — Y^^+ V^'— *F^^+ V/^^— • • • } 

Qa+/9 = 2/ö{io — v^ + y^^— V^^ + S*^*----} 

oder durch die Divisionen beider Reihen 

Diese Reihe wird den Werth von C finden lassen, denn es war 

e = AC'^ 
demnach ist : 

JL — A 

C'^ ~ e 

man erhält so C durch eine Reihe ausgedrückt die nach steigenden Potenzen von 6 
geordnet ist; die für A gefundene Reihe kann aber umgekehrt werden, so dass 6 durch 
eine Reihe bestimmt wird , die nach steigenden Potenzen von A geordnet ist. Führt 
man diese Umkehrung aus, so wird sich finden : 

^2 = 7='-*^+ tIt^^ + rb^' + Tmh^' + TtVsWb^"^ + • • • 
Um nun B ebenfalls als Funktion von A darzustellen , wird es zweckmä«4sig sein ähn- 
liche Reihenentwicklungen vorzunehmen. Man wird zuerst nach 

20 /Z" 
eine Reihe herstellen, die nach steigenden Potenzen von 6 geordnet ist und finden : 

^ = I + -rkö' - tHtÖ' + ^»nk«' - • - • 
und ersetzt man mit Hilfe der oben angedeuteten Umkehrung durch Ay so findet sich 

Man sieht sofort, dass B von der Einheit nur um eine Grösse zweiter Ordnung ver- 
schieden ist, und diess ist durch die von Gauss gewählte Zerlegung erreicht. In der 
Anwendung wird es zweckmässiger sein die Werthe von log B und log C in Tafeln zu 
bringen. Es ist aber 

logy = ilf{(y-i)-i(y-i)2 + i(y-i)=»-i(y-i)< + . ••} 
wobei M der Modul der briggischen Logarithmen ist, und welche Reihe zur Berechnung 
der Werthe log-B und logC benutzt werden kann. Die Tafel VII gibt mit dem Ar- 
gumente A innerhalb der Grenzen — 0.3 und -f- 0.3 , was für alle Fälle ausreicht, die 
zugehörigen Werthe von log B und log (7; man wird leicht bemerken , dass sobald A 
negativ ist, die Bahn eine Hyperbel ist, wird A positiv gefunden, so ist die Bahn 
elliptisch. 
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Ich \^er(le nun das bislaug entwickelte Verfahren für die praktische Ausfuhrung 
übersichtlich zusammenstellen. Die in diesem Werke enthaltene Barker 'sehe Tafel 
gibt mit dem Argumente v (hier ist dafür w zu substituiren) den Werth 

man berechnet also im vorliegenden Falle 

und findet zu M mit Hilfe der Tafel V den Werth von w. Im ersten Versuche wird 
mau B der Einheit gleich setzen müssen , wodurch man einen Fehler zweiter Ordnung 
begeht, und durch eine flüchtige Rechnung wird man einen genäherten Werth von tv 
bestimmen. Ist w gefunden so ist, wenn man mit y den Werth 

bezeichnet, der ein für allemal gerechnet wird , in dem vorgelegten speciellen Falle, 

A = yig^w (3) 

Mit diesem A geht man in die Tafel VII ein und entlehnt hierfür den logB und 
berechnet jetzt nach (i) den Werth von M genauer. Meistens wird eine einmalige 
Wiederholung der Rechnung völlig ausreichen ; wenn nicht , so muss man so lange die 
Operationen vornehmen , bis keine Aenderung von B merkbar hervortritt. Dann wird 
man aus Tafel VII den Werth von log C nehmen, und setzt man zur Abkürzung 





> _ -1/5(1+«) 


(4) 

(5) 


so wird sein : 
und schliesslich : 


"^ - V 1 + 9* 

tg|» = öCtg^w 
, j(i + e) q 



i+ecost' "~ (i4-^C2) cos^^ü ' ^ 

• Die Formeln (i) — (6) lassen aus der seit dem Perihel verflossenen Zeit die wahre 

Anomalie und den Radiusvector finden. Ich werde nun ein Beispiel vornehmen. Für 

den Kometen III 1862 ist: 

T = 1862 August 22.949139 mittl. Berl. Zeit 

logy = 9.983 4650 

e = 0.960 7588 

löge = 9.982 6144 
daraus findet sich zunächst 

logy = 8.308 3277 logcJ = 0.003 5048 



log (i +e) y = 0.275 8892 
Es sei nun die wahre Anomalie fiir 1862 Octob. 23.0 zu berechnen. Es ist : 

t T= ^ 61.050 861 

log^ = 1.785 6918 
logof^ == 1.802 6866 
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Setzt man vorläufig B = i und geht in die Bark er* sehe Tafel V) ein, ^p findet sich 
genähert w = 67° 45' 

\w = 33° 52^5 A = 0.00 917 
tg^^w = 9.6540 
log -4 = 7.9623 log-B = 0.000 0006 
logüf = 1.802 6860 
w = 6f 45' 8''78 
i«? = 33° 52' 34^39 logC= o.ooi 5976 
tg-Jtt? == 9.8269618 log (JC= 0.005 1024 
tg^^w = 9.653 9236 tg^t? = 9.832 0642 
log -4 = 7.962 2513 |f?=-340 11' i8"345 

A = 0.009 '^75 ^ = 6S° 22' 36^69 

cost? = 9.566 4376 log (i +^ cosr) = o. 131 6314 
löge cosr = 9.549 0520 logr = 0.144 2578 

Die umgekehrte Au%abe, aus der wahren Anomalie die Zeit des Perihels zu 
finden, wird sich leicht aus den bisherigen Vorschriften ableiten lassen. Man berechnet 
zunächst 

und setzt in der ersten Annäherung 6 = A und nimmt mit dem so fiir -4 gefundenen 
Werth log C aus Tafel VII und berechnet jetzt genauer 

mit diesem Werthe von A nimmt man jetzt den genaueren Werth von C aus der Tafel 
und wiederholt die Rechnung so lange bis keine Aenderung des Werthes von C sich 
herausstellt, dann ist : 

tgi- = ^^ (3) 

mit dem Argumente w nimmt man aus Barker's Tafel Jf und hat dann 

t = MBqi V't?S W 

WO jetzt B unmittelbar durch den jetzt bekannten Werth von A ermittelt wird. Man 
könnte diese Rechnung ganz direkt fuhren , wenn man eine Tafel besitzt , die mit dem 
Argumente ß den Werth A sofort genau ergibt ; ich habe aber die darauf bezügliche 
Tafel nicht aufgenommen, da dieselbe einerseits nur selten gebraucht wird und anderer- 
seits das indirekte Verfahren ebenfalls das Ziel rasch erreichen lässt. Ich werde nun 
das obige Beispiel benutzen. Es wird nach (i) gefunden 

$ = 0.00923 

darnach wird : 

logC = O.OOI 6085 logtg^t?2 = 9.664 1284 

logdC = 0.005 "33 logytg^tJ^ = 7.972 4561 

log(rf(7)2 = o.oio 2266 log -4 = 7.962 2295 
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A = o.cx)9 1670 
logC = o.cxDi 5975 (JC = — iio) 
log^ = 7.962 2515 
A = 0.009 ^675 
log C = o.ooi 5976 lögÄ = 0.000 0006 

logiJC' = 0.005 ^024 logM = 1.802 6860 

tg\w = 9.826 9618 Igcompla = 9.983 0052 
i^^ = 33° 52' 34"395 ^ogt = 1.785 6918 
w = tf 45' 8"79 t = + 61.05086 

Es wird nicht immer nöthig sein , auf die kleinen Korrektionen , die aus B und 
aus dem Unterschiede von i + ^ ^ und C^ entstehen , Rücksicht zu nehmen ; will 
man nicht darauf achten und ist die liahn eine Ellipse, so wird man setzen 





M = 


'V 


i -1-96 

10^3 






tg^w 


Vh 


= sin c; 






tg^r 


_ (Ttgitr 
cos a 




man würde für das obige Beispiel erhalten 






10 = 


67''45'8"99 




sind = 


8.93267 


\n,== 


33 52 34"49 




cosor = 


9.998 4016 


tgi«' = 


: 9.826 9622 




tgir = 


9.832 0654 


dtg^w = 


: 9.830 4670 




iü = 


34° 11' 18" 61 


Vir = 


= 9.105 71 




V = 


68 22' if 22 



Aus der nahen Uebereinstimmung mit den Resultaten der strengen Berechnung 
kann man leicht ersehen , wie genau die vorgeschlagenen Näherungsformeln sind und 
man wird dieselben in den meisten Fällen benützen können , ohne der Genauigkeit zu 
schaden , wenn die Bahn nicht allzu sehr von der Parabel abweicht und der Komet 
allzu weit vom Perihel entfernt ist. 

Für die Hyperbel wird unter ähnlichen Umständen gesetzt werden können: 
tg^w]/ —iy = tg(j tg^t? = dtg^w cosa 

3. Aberration. 

Die Erscheinungen der Aberration erklären sich aus dem Umstände , dass die 
Geschwindigkeit des Lichtes im Verhältniss zu der Geschwindigkeit der Bewegung der 
Himmelskörper nicht unendlich gross ist. Diese Thatsache veranlasst zwei wesentlich 
verschiedene Phänomene. Vorerst wird ein Beobachter , der auf der Erde alle Be- 
wegungen gemeinschaftlich mit dieser ausfuhren muss , den Lichtstrahl nicht in seiner 
wahren Richtung erkennen , da die beobachtete Richtung bedingt ist durch die relative 
Bewegung des Lichtstrahles gegen den Beöbachfer; die durch diese relative Bewegung 
veranlasste scheinbare Aenderung der Richtung des Lichtstrahles bezeichnet man mit 
dem Namen der Fixstemaberration , zum Unterschiede von dem zweiten Erscheinungs- 
komplexe , der dadurch bedingt wird , dass man den Körper nicht an der Stelle sieht, 
an der er sich zur Zeit der Beobachtung befindet , sondern an einer Stelle , wo er war, 

Oppolzar, Bahnbestimmangeii. 9 
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als die wahrgenommenen Lichtwellen von demselben ausgingen; man nennt diess die 
Planetenaberratien. 

Ich werde nun beide Arten der Aberration gesondert behandeln. — 

a. Fixsternaberration. 

Die Fixsternaberration ist , wie erwähnt , wesentlich bedingt durch die Bewe- 
gimg des Beobachters, die derselbe mit der Erde macht; diese ist der Hauptsache nach 
eine dreifache. 1. Die Bewegung der Erde um die Achse, 2. um die Sonne, und 
endlich 3. die Bewegung der Erde mit der Sonne; letztere Bewegung als zu wenig 
erforscht, muss ausser Acht gelassen werden , wird aber den Ort eines Fixsternes nur 
um eine konstante Grösse beeinflussen. Der Einfluss, den die Erdrotation auf die schein- 
bare Richtung des Lichtstrahles nimmt ^ wird ebenfalls nicht näher betrachtet werden 
müssen, da die Beobachtungen stets für die sog. tägliche Aberration korrigirt sind; 
es wird desshalb nur die jährliche Aberration näher untersucht werden müssen für die 
Zwecke des vorliegemden Werkes. 

Den mit der Aberration behafteten Ort nennt man den scheinbaren Ort, während 

die von Aberration befreite Position als die wahre bezeichnet vrird. Seien 37 , ^ und tt 

al dt dt 

die Geschwindigkeiten der Erde nach den rechtwinkligen Coordinaten zerlegt und zwar 
sei durch diese Grössen das Mass der Bewegung in der Zeiteinheit vorgestellt, fi die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit oder der Weg , den das Licht in einer Zeiteinheit zu- 
rücklegt, und bezeichnet man die zugehörigen polaren Coordinaten mit a und d , die 
die Richtung des Lichtstrahles bestimmen , so sind , da der Lichtstrahl in der umge- 
kehrten Richtung der Fortpflanzungsri<*htung wahrgenommen wird, die Coordinaten 
eines Punktes in der Entfernung fi 

^ = — fi cos d cos a 

f] =» — fi cos d sin a 

^ = — ^ sin d 

Bezeichnet man nun die durch die Aberration veränderten Werthe mit Accenten, 
so wird sein 

^' = — ju' cos d' cos a 
fj' = — /*' cos d' sin a 
X'= -A^'sind' 

oder nach dem Prinzip der relativen Bewegung 

jM ' COS d' cos a = ^ cos d cos ^ + ji 

11' cos d' sin a' = fi cos d sin a + -£ 

/ • >' • » , dz 

jusmo = fisino +j7 

Es sind aber, wie diees auf pag. 31 nachgewiesen wurde, die Aenderungen der 
polaren Coordinaten bestimmt durch die Aenderungen der rechtwinkligen nach den 
folgenden Gleichungen, die übrigens dem vorliegenden Fall angepasst sind : 
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, , Bina necS dx , cos «r sec cf dy 

, • • , • COS a sin (f dx sin asinS dy , cos cf d!s( 
rfd = d — d = . ^ -. + _ _J 

woraus sich unmittelbar die Werthe für die Aberration ergeben , sobald die Ausdrücke 

jT y ^ und ^ bekannt sind. Nimmt man den Aequator als Fundamentalebene an, 

so sind^ wenn man mit Q die Sonnenlänge ^ mit 12 die Entfernung derselben von der 
Erde und mit € die Schiefe der Ekliptik bezeichnet , mit Vernachlässigung der Sonnen- 
breiten, die rechtwinkligen heliocentrischen Coordinaten der Erde: 

o; = — jRco80 
y = — £ sin cos e 
z = — 12 sin sin £ 
Würde man die Ekliptik als Fundamentalebene annehmen, so wäre in der Folge 
nur € der Null gleich zu setzen. 

Nennt man t> die wahre Anomalie der Sonne , n die Länge des Perigäums der 
Sonne, die als Konstante vorausgesetzt wird, so ist da die Sonnenbreite gleich Null 
angenommen wird 

= /r + «^ 

dO * 





dt — dt 


nd demnach 


S=-eos0f +i2sin0| 


' 


-— = — sin cos € ^ /c cos cos « -^ 


\ 


dk , , dR -w^ . do 
TT = *- Sin Sin € .^ 22 cos sin e -r. 



Um nun -^ und ^ von der grossen Achse der Erdbahn oder vielmehr von ihrer 

täglichen mittleren siderischen Bewegung und dem Orte in der Bahn abhängig zu 
machen , müssen dv und dB als Funktionen von dM dargestellt werden. Es ist nach 
pag. 47 

Jlf = ^ — c sin ^ 

r = a (i — c cos JE) 
demnach ist 

dM= [i -e cosE) dE=^dE 

Weiter fand sich bei der Integration für die elliptische Bewegung auf pag. (47) 

rdf> = Z7=^=r dE 
Y i — «2 

oder auf den vorliegenden Fall übertragen und unter Berücksichtigung dass ist : 

« = sin 9> 

Rdt> = a cos q> dE 

Demnach wird 

dM=-,^^dv 
a^ cos^ 
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Weiter findet sich 




DO 




dR = 


ae Bin EdE 


oder mit Rücksicht auf die Belation (8 


1 auf pag. 48 




dB = 


ü sin t? tg 9> dE 


Es ist also 


dv 
dt "■ 


a2 dM 




dR 

dt ~ 


dM 
a tg y sin ü -^- 



wobei ^^ eine Konstante ist, sobald der Himmelskörper, der in Betracht kommt, 

bestimmt ist; für vorliegenden Fall ist es die Erde. Setzt man nun die eben gefun- 
denen Ausdrücke in die früher aufgestellten Relationen ein und bedenkt, dass nach 



R 



P 



-f- « C08 ff 

sich leicht findet 

aco8</2 , 

— ^^-^ = 1 + sm qp cos V 

so wird man haben für die Geschwindigkeiten 

dx a dM / • ^ , ' 1 

dt cos y «tt ^ ^ ' " ' 

dy a dM r ^ • • i 

-Ta= -jT cos € { cos O + Sm flp cos TT } 

dt cos ff dt i N^ I y 9 

dz ^ a dM . r ^ , . i 

ji = -n- Sin € { COS Q + B\vkw cos n } 

dt coB(f> dt i v-^ I -r ß 

Diese Werthe sind nun in die Gleichungen ( i ) einzusetzen, da aber diese Glei- 
chungen als gemeinschafUichen Faktor — enthalten , so kann man mit diesem auch die 

Übrigen als gemeinschaftliche Faktoren auftretenden Grössen zweckmässig vereinigen, 
und setzt man zur Abkürzung 

f= « dM 
•' fi cos (p dt 

SO erhält man 

a — a = — y*{ sin a sin + cos cos a cos «} sec d 

— sin g>/{ sin a sin tt -j- cos a cos n cos «} sec d 
(f — d =y(co80 (sin a sin d cos s — cos d sin e) — sin cosa sind} 
4- sin g>y{ cos TT (sin a sin S cos € — cos d sin e) — sin 7t cos a sin d) 
Die mit sin g> multiplicirten Glieder sind bis auf Grössen zweiter Ordnung kon- 
stant für einen gewissen Fixstern und können deshalb durchaus vernachlässigt werden, 
weil dieselben dem Sternorte schon anhaften; nicht so kann diess geschehen, wenn man 
eine Planetenbahn berechnen will und daher die Planetenorte vollständig von der 
Aberration befreien muss ; da muss dieses Glied mitgenommen werden , wenn man es 
nicht wegen seiner Kleinheit, also aus praktischen Gründen, weglassen will. Die 
Grösse/ kann auf zweifache Weise ermittelt werden ; vorerst durch die direkte Beob- 
achtung der Fixsterne, wodurch der Faktor/ unmittelbar bekannt wird oder durch di 
direkte Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit (ju) in Verbindung mit bekannten Bahn- 
elementen der Erde. 



(2) 
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O. Sftruve hat durch sehr sorgfaltige Beobachtungen nach der ersten Methode 
den Werth gefunden 

/= 20" 4451 
um aus diesem Werthe /* berechnen zu können , entlehne ich aus Le-Verrier's 
Sonnentafeln 

die mittlere tägliche siderische Bew^ung der Erde =59' 8" 193 
die Excentricitat der Erdbahn in Bogenmass = 3459" 28 
Da für die Erdbahn a = i ist, so findet sich die Zeit (in Sekunden) , welche 
das Licht braucht, um die Entfernung i zu durcheilen 

Lichtzeit =/ -^^ 86400 = 497* 78 

Delambre hat nach der zweiten Methode direkt die Lichtzeit berechnet nach 
den Verfinsterungen der Jupitersatelliten und dieselbe gefunden: 493* 15 ; daraus wird 

/= ^0-255 

Bedenkt man die Unsicherheit , die bei den letztgenannten Beobachtungen sehr 
beträchtlich ist, so wird man der ersteren Angabe (Struve's Werth) den Vorzug 
geben; diese Angabe wurde auch durch anderweitige Beobachtungsreihen mehrfach 
als sehr nahe richtig bestätigt gefunden. Klinker fu es hat in seinem Werke über 
die Fixstemaberration eine Erklärung dieser Differenz aus theoretischen Betrachtimgen 
abzuleiten versucht, da aber noch gerechte Bedenken sich der daselbst gegebenen Er- 
klärung entgegenstellen, so dürfte die eben angedeutete Wahl der Konstanten ge- 
stattet sein. 

Der konstante Faktor y sin q> findet sich nach den obigen Angaben unter An- 
nahme des Werthes von Struve 

/sin 9 = 0" 3429. 
Die Berechnung der Aberration für den Aequator ist ziemlich unbequem und 
man muss durch Einführung von Hilfswinkeln dieselbe für die logarithmische Berech- 
nung zu Recht legen. Diess kanif etwa auf die folgende Weise geschehen : 

sec d cos a cos € = a sin A 

sec ö sin a = a cos A 

sin a cos € =m cos M 

— sine = m sinJIf 

m sin (-Sf -f- d) = b sin B 

^ — sin d cos a = b cos B 

dann ist: 

a — a = — 2o"445 ^ sin (^ -|- 0) — o"343 a sin (A + ^) 
d' — d = 20" 445 b sin (B + Q) + o" 343 b sin (B + n) 

7t = 280°2l'2l"4-6l"70(^— 1850) 

Diese Methode der Berechnung oder die Benützung der Gauss'schen Hilfs- 
tafeln ist aber unzweckmässig, wenn man, was wol stets der Fall sein wird, eine 
Ephemeridensammlung bei der Hand hat; indem in denselben mit dem Argumente 
»Zeit« die Werthe Ä, H und t gefunden werden, die bestimmt sind durch 
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^-y sin = Ä C06H 

— yco8 co8€ = hsmH 

h Bin H ige = i 
Alle diese Werthe sind nur mit der Zeit veränderlich und gestatten eine sehr 
bequeme Berechnung des ersten Theils (der ron sin^ unabhängige Theilj der Aberra- 
tion. Es wird nämlich durch Substitution in ( 2 ) 

(a — a)i = h sin {H + a) sec d 
(d' — d)/ = A cos (-0"+ <*) si" ^ H- » ^«s d 
welche Formeln man bei der Berechnung der Aberration eines Fixsternes anzuwen- 
den hat. 

Für die Berechnung des zweiten Theils der Aberration lassen sich ähnliche 
zweckmässige Ausdrücke aufstellen, die ebenfalls mit der Zeit veränderlich sind; diese 
Aenderungen mit der 2eit sind sehr gering, da n nur eine verhältnissmässig geringe 
säkulare Aenderung erfährt. Setzt man nämlich 

— y sin qp cos n cos c = ä^ sin H^ 
— y siny sinrr = h^cosH^ 

— y sin y cos TV sin « = «o 
so ist sofort 

(a' — «)// = Aq sin (Ho"!" ^) sec d 
(d' — d) // = Aq cos (Äo4- «) sin d -|- »o ^^s d *» 

Die Werthe A^, H^ und i^ habe ich nach Le-Verrier berechnet für das gegen- 
wärtige Jahrhundert, und gefunden 



1800 


9-5342 


351° 16' 


•0 

— 0"022 


1850 


9-5340 


350 29 


— 0.024 


1900 


9-5338 


349 42 


— 0.026 



Das zweite Glied der Aberration in DeklinatlPn des vorstehenden Ausdruckes 
ist so klein, dass man dasselbe wird wol stets weglassen könen. 

Für die Ekliptik werden die Formeln viel einfacher. Setzt man statt a und d 
die Werthe l und ß und nimmt ^ wie diess die Transformation fordert, € = o an, 
so wird 

X' — Ä = — 20" 445 cos (0 — l) secß — o"343 cos (n — X) sec ß 

ß! — ß = —^ 2o"445 sin (0 — k] sin/5? — o"343 sin [n — X) sin/? 

TT = 280^2 1' 21" + 6i"7o (t — f85o) 

b. Planetenaberration. 

Seien X , Y und Z die Coordinaten der Erde im Momente , wo das Licht den 
Himmelskörper verlässt, X^, Y^ und Z^ dieselben Coordinaten zur Zeit der Beobach- 
tung; sind I, iy, 5 die geocentrischen Coordinaten, die zu X, F und Z gehören, und 
J' rj' und ^' dieselben , aber bezogen auf die Coordinaten der Erde zur Zeit der Beob- 
fM^htung, so bestehen die Relationen 
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X4-l= X„4-|' 
Y+fj^ Y^ + yj' 

Fasst man nun die Unterschiede X^ — X, Fj, — Y und Z^— Z als differen- 
tielle Grössen auf und schreibt daflir dx , dy und dz y so wird 

l' = %-dx 

oder durch Einführung der polaren Coordinaten 

J' cos a ' cos d' = J cos a cos d — dx 

J' sin a' cos d' = ^ sin a cos d — dy 
J' sind' = J sin d — dz. 
Daraus ergibt sich ganz so wie diess fiir die Fixstemaberration ausgeführt wurde 

a' — a = — If {'~ ^i^^ 8®c d rfa: -f- cos a secd dy) J 

I . . M^^ 

d' — d = — -7 { — sin d cos a dx — sin d sin a dy -{•' cos 3dz \ 

Man kann diese Unterschiede als parallaktische Verschiebung auffassen, ver- 
anlasst durch die Bewegung der Erde von X, Y, Z nach X^, I^ und Z^; dxy dy und dz 
werden je nach der Zeit, welche das Licht braucht, um vom Himmelskörper zum 
Beobachter zu gelangen, sehr verschieden gross sein ; das Zeitintervall (Lichtzeit) ist 
aber, wenn ich dasselbe mit dt bezeichne, bestimmt durch 

di = ^ 

wo II dieselbe Bedeutung hat, wie dasselbe bei der Fixstemaberration genommen wird, 
nämlich die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes in der Zeiteinheit. Substituirt 
man nun in der Gleichung ( 3 ) die Relation 

I I 

so wird 

a' — a=s ^ I — sina secd -^ + cos« secd ^| 

d' — d =s ^- ^ I — sin d cos a ^ — sind sin a ^ + cos d -^ | 

welcher Ausdruck in der Form vollkommen demjenigen gleicht, der für die Fixstem- 
aberration erhalten wurde, nur ist das Zeichen entgegengesetzt; daraus zieht man den 
Schluss: die durch die Planetenaberration bedingte parallaktische Verschiebung ist 
gleichwerthig der Fixstemaberration, das Vorzeichen ist aber verschieden. 

Man kann mit Beziehung auf das eben Abgeleitete drei Methoden angeben, wie 
man den Ort eines Kometen oder Planeten vom Einflüsse der Aberration befreien kann. 
Nennt man die Zeit der Beobachtung ty die Zeit, wann das Licht vom Himmelskörper 

ausging, Ty so ist 

dt=^t—T 
Für die erste Methode ergibt sich die folgende Vorschrift. Man zieht, von der 
beobachteten Zeit t, dt ^Lichtzeit für die Entfernung J) ab, dann ist der wahre Ort zur 
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Zeit y identisch mit dem scheinbaren zur Zeit t; denn zur Zeit der Beobachtung kom- 
pensirt die Fixstemaberration die Planetenaberration (parallaktische Verschiebung) 
völlig, so dass die scheinbare Sehlinie parallel der Verbindungslinie des Himmels- 
körpers und des Erdortes zur Zeit T wird. Diese Methode kann man anwenden, wenn 
man Beobachtungen mit Ephemeriden, die stets wahre Orte geben ^ vergleicht; man 
wird mit Hilfe der Distanz die Lichtzeit berechnen , dieselbe von der Beobachtungszeit 
abziehen und mit dieser korrigirten Zeit den Ephemeridenort interpoliren und mit der 
Beobachtung vergleichen. Wenn die Distanz des Himmelskörpers bekannt ist, so ist 
die eben angedeutete Methode die bequemste. 

Die zweite Methode ist eine unmittelbare Folge der ersteren; will man nämlich 
die Beobachtungszeit l selbst beibehalten und nicht auf die Zeit T zurückgehen, so 
bemerke man, dass der wahre Ort zur Zeit t identisch ist mit dem scheinbaren zur Zeit 
t -f- di, alle Aenderungen vermöge ihrer Kleinheit linear vorausgesetzt. Man berechnet 
also mit Hilfe einer Ephemeride die scheinbare Bewegung des Himmelskörpers in der 
Zeit diy addirt diese zur Beobachtung und hat so den wahren Ort zur Zeit t Diese 
Methode ist bei weitem weniger zu empfehlen , als die vorausgehende , und ist auch 
desshalb einer Beschränkung unterworfen , dass dieselbe ausser der Distanz die schein- 
bare Bewegung als bekannt voraussetzt, während die erstere Methode nur die Kenntniss 
der Distanz erfordert. Diese zweite Methode würde man dann mit Vortheil anwenden, 
wenn die Forderung gestellt würde , eine Ephemeride zu berechnen , die den schein- 
baren Ort des Himmelskörpers und nicht den wahren angibt. 

Die dritte Methode endlich, die mit Vortheil bei ersten Bahnbestimmungen 
benutzt wird, besteht darin , dass man die zur Zeit l beobachteten Coordinaten von der 
Fixsternaberration (aber vollständig) befreit, und die so korrigirte Beobachtung als 
wahren Ort des Himmelskörpers annimmt, zur Zeit T gesehen vom Erdorte, der zur 
Zeit der Beobachtung (t) gehört. Diese Methode eignet sich desshalb besonders für 
erste Bahnbestimmungen, da der Erdort und die aus demselben abgeleiteten Hilfs- 
grössen ungcäudert bleiben. 

4. Aendernngen der Fnndamentalebenen im Baume. 

Die Lage der Fundamentalebenen (Aequator und Ekliptik) ist säkularen und 
periodischen Störungen unterworfen. Die säkularen Aenderungen fasst man unter dem 
Namen der Präcession zusammen , die periodischen werden in den l^egriff der Nutation 
einbezogen. Die Folge dieser Störungen ist, dass die Lage des Aequinoctialpunktes 
ebenfalls Aenderungen erleidet. Befreit man eine Beobachtung vom Einflüsse der 
Aberration und den periodischen Aenderungen der Fundamentalebenen (Nutation), so 
sagt man, dass diese Beobachtung auf das mittlere Aequinoctium der Zeit der Beobach- 
tung bezogen ist. Durch Anbringung der Präcession kann man die Reduction auf ein 
beliebiges anderes mittleres Aequinoctium ausfuhren. Befreit man die Beobachtung 
nur von dem Einflüsse der Aberration , so ist diese Beobachtung auf das wahre Aequi- 
noctium reducirt , die Beobachtung selbst ohne weitere Korrektion gilt für das schein- 
bare Aequinoctium. 
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a. Präcesßion. 

Die säkularen Aenderungen der Fundamentalebencu, die Präcession, lassen sich 

auf die Form bringen 

z = at + bfi + ct^ + . . . 

d. h. nach steigenden Potenzen der Zeit entwickeln. Die Zeiteinheit ist hier das Jahr 
und es kann hierfür gewählt werden das julianische , tropische oder siderische. Das 
tropische Jahr fällt mit dem bürgerlichen im Mittel zusammen , indem die Periode der 
Jahreszeiten sich mit jenem abwickelt , hat aber vor diesem den Vorzug , dass dasselbe 
der Hauptsache nach, wenn man kleine Glieder zweiter Ordnung in der Präcession 
vernachlässigt^ konstant ist, während das bürgerliche Jahr stets eine volle Anzahl Tage 
enthält 9 desshalb aber, um mit dem tropischen Jahre gleichen Schritt zu halten ^ in 
gewissen Jahren (Schaltjahren) einen Tag einschalten muss. Der Anfang des tropischen 
Jahres wird nach HesseTs Vorgange mit dem Augenblick zusammenfallend betrachtet, 
in dem die mittlere Länge der Sonne mehr dem konstanten Theil der Aberration 
( — 2o"45) gleich 280® ist, gezählt vom zugehörigen mittleren Aequinoctium. Bessel 
zählt in diesem Moment: Januar 0.0, welches Datum identisch ist mit dem 31.0 De- 
cember des vorausgehenden Jahres. Während der Anfang des julianischen und side- 
rischcn Jahres sich immer mehr von der bürgerlichen Zeitrechnung entfernt , bleibt die 
Differenz des Anfanges des tropischen und bürgerlichen Jahres immer innerhalb ge- 
wisser Grenzen eingeschlossen und die Einführung dieser Zeiteinheit bietet daher 
gewisse Vortheile , die bei der Berechnung der Präcession als massgebend für die Wahl 
des tropischen Jahres betrachtet werden können. Die in den Ephemeriden enthaltenen 
Reduktionsgrössen zur Uebertragung vom mittleren Aequinoctium des Jahresanfanges 
auf das scheinbare gelten für den oben definirten Jahresanfang (dies reductus). Es wird 
daher in der Folge stets das tropische Jahr als Einheit angesehen und der Jahresanfang 
auf den des annus fictus bezogen. 

Die Relation zwischen dem Anfange des annus fictus und des bürgerlichen Jahres 
soll zunächst entwickelt und die nothwendigen numerischen Substitutionen nach 
Le-Verrier's Sonnen tafeln ausgeführt werden. 

Im Verlaufe eines Jahrhunderts wickelt sich die Periode eines bürgerlichen 
Jahres ebenso ab , wie die des julianischen , nur das Ende macht bekanntlich meistens 
eine Ausnahme. Würde der astronomische Jahresanfang mit dem 0.0 Januar des bürger- 
lichen zusammenfallen und wäre das tropische Jahr gleich dem julianischen , so würde 
für das ganze Jahrhundert die Formel gelten 

Jahresanfang = 0.0 Januar -f- }i^ (i) 

wo i^den Rest bezeichnet, der nach der Division der Jahreszahl durch 4 übrig bleibt; 
ist derselbe aber gleich Null, d. h. ist die Zahl durch 4 theilbar, so muss für F der 
Werth 4 eingesetzt werden, da der Schalttag erst am 24. Februar eingeschoben wird. 
Auf den Abschluss eines Jahrhunderts und der damit verbundenen Abänderung wird 
nicht Rücksicht genommen, die folgende Formel gilt bloss für das 19. Jahrhundert. 
Die utiter (1) angesetzte Formel bedarf jedoch zweier Korrektionen, da zwei fehlerhafte 

Oppolzer, Bahnbestimmungen. 1 



Digitized by 



Google 



74 

Voraussetzungen gemacht wurden ; nämlich es fallt der Jahresanfang im astronomischen 
Sinne genommen nicht mit dem o.o Januar zusammen, und femer unterscheidet sich 
das tropische Jahr um eine geringe Grösse vom julianischen. Am i.o Januar 1850 
mittlere Pariser Zeit, welches die Hauptepoche bei Le-Verrier ist, findet sich nach 
den Tafeln die mittlere I.iingQ der Sonne = 280" 46' 43"5 1 und die tägliche tropische 
Bewegung: 3548"3304. Für 1850 fällt also der astronomische Jahresanfang vor den 
1.0 Januar und zwar um eine Grösse die gleich ist der Zeit, welche die Sonne braucht 
um 46' 43^5 1 in ihrer mittleren tropischen Bewegung zurückzulegen; man findet diese 
Zeit: 0.790093 mittlere Sonnentage. 

Für 1850 ist aber \F=o,^. Mit Rücksicht auf diese Korrektion geht die 
Formel (i) über in 

Jahresanfang = 0.0 Januar — 0.290093 + \F (2) 

Es erübrigt aber auch die zweite Formel (2) wegen dem Unterschiede des 
julianischen und tropischen Jahres zu verbessern. Die tropische Bewegung der Sonne 
in einem julianischen Jahre ist nach Le-Verrier: 360" + 2'j"6'jS4, Di^e Grösse 
ist jedoch mit der Zeit veränderlich , wiewol die mittlere siderische Bewegung frei ist 
von jeder säkularen Störung. Die jährliche Aenderuug dieser Grösse ist aber nach 
denselben Tafeln: + 0^00022 144. 

Bezeichnet man mit t die seit der Hauptepoche verflossene Zeit in julianischen 
Jahren, so berechnet man die mittlere tropische Bewegung in dieser Zeit nach 

(360« H- 27"6784; l + o"oooiio72 t^ . 
drückt man nun den Einfluss dieser Korrektion mit Hilfe der bekannten oben mit- 
getheilten mittleren täglichen tropischen Bewegung der Erde in Tagen aus , so ist die 
vollständige jetzt völlig genaue Formel zur Berechnung des Jahresanfanges 
.Jahresanfaüg = 0.0 Januar — 0.290093 — 0.007800402 1 — 0.000000301 203 fi + \-P (3) 
geltend für den Pariser Meridian. Bedenkt man, dass dieses Moment für die gebräuch- 
lichen Reduktionen auf drei Decimaltheile des Tages nur bekannt zu sein bmuclit, um 
mehr als ausreichend genaue Resultate zu erlangen, so kann man diesen Ausdruck 
wesentlich abkürzen und verwandelt man gleichzeitig unter der Annahme von 44*" 14*0 
als Längendifferenz zwischen Paris- I^crlin die Pariser Zeit in solche die für den Meridian 
von Berlin gilt, so ist mit genügender Genauigkeit für das gegenwärtige Jahrhundert : 

Jahresanfang = (— 0.2594 — o 00780 1 + \ F) Januar Berliner Zeit (4) 

t muss wie schon oben bemerkt wurde von 1850 an gezählt werden. 

Nachdem nun das Moment des astronomischen Jahresanfanges festgestellt ist, 
gehe ich auf die Präcession selbst über. Es ist nothwendig eine fixe Ebene auf welche 
die übrigen Aenderungen bezogen werden zu wählen und ich nehme mit Le-Verrier 
die TIauptepoche für 1850 und betrachte die Ekliptik des Jahresanfanges 1850 als fixe 
Ebene. Die Schiefe der Ekliptik ist für diese Zeit = 23° 27' 3i"24. Ich habe bei dieser 
Annahme Le-Verrier's Angabe um 0^59 vermindert; die Rechtfertigung dieser 
Thatsache ist einfach darin begründet, dass Le-Verrier mit einer wesentlich un- 
genauen Abnahme der Schiefe der Ekliptik den Werth von a für 1850 ableitet, welches 
Zeitmoment völlig ausserhalb der Beobachtungsepochen liegt. Das Rückweichen des 
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Aequators auf der fixen Ekliptik (die lunisolare Präce^sioii) bezeichne ich niit l^; das 
Rückweichen auf der beweglichen Ekliptik mit / (die allgemeine Präcession) , die 
Schiefe der fixen Ekliptik gegen den jeweiligen Aequator mit £(, , die Neigung der 
beweglichen Ekliptik gegen den gleichzeitigen Aequator mit «. Nehme ich nun als 
Einheit das tropische Jahr, so finde ich nach Le-Verrierfdr 1850.0: 

/ == 5o"23465 t + o"ooo 1 1288 /2 

/j = 5o"36924^ — o"ooo io88i t^ 

e = 23*^ 27' 3i"24 — o"47593 i — o"ooo 00149 ^^ 

«^ = 23° 27' 3r'24 + o"ooo 00719 t^ 
Für die praktische Anwendiuig ist aber diese Form der Konstanten keineswegs 
zweckmässig und es müssen desshalb jetzt die wichtigsten Transformationen vorgenom- 
men werden. Um die Ideen zu fixiren, wird es zweck- 
mässig sein, eine Figur zu Hilfe zu nehmen. Stellt 
man sich die Durchschnitte einer Ebene mit der Him- 
melskugel als Kreise vor, so kann Fig. I als Schema 
dienen ; die in derselben gezogenen * Kreise stellen 
grösste Kreise auf der Himmelskugel vor, € «^^ sei ein 
Hogen der angenommenen fixen Ekliptik zur Zeit 
^ = o; € Sx gehöre jedoch einer anderen Ekliptik an, 
die zur 5Jeit (^ stattfindet; es ist also bei € der nieder- 
steigende Knoten der beweglichen Ekliptik auf der fixen; bezeichnet man die Länge 
dieses Punktes jnit 180*^ +. I^ i so ist JT die Länge des aufsteigenden Knotens. Der 
sphärische Winkel «j, € «i ist die Neigung der beweglichen Ekliptik gegen die fixe und 
dieselbe wird mit n bezeichnet. Ganz analog der gewählten Hezeichnung für die 
Ekliptik bezeichne ich mit A^^ A den Aequator zur Zeit der Hauptepoche, mit A A j 
den zur Zeit t^ gehörigen Aequator; die gerade Aufsteigung des aufsteigenden Knotens 
dieses Aequators im fixen sei P, der Winkel A^^ A A j wird mit n bezeichnet. 

Der Bogen ^c ist die Lunisolarpräcession (/,), der Punkt Y der Ekliptik ist 
während der Zeit t bis (/fortgerückt, der Bogen rfy, ist demnach die allgemeine 
Präcession (/) für dieses Zeitintervall; e^c A ist die Schiefe der fixen Ekliptik gegen 
den beweglichen Aequator («J zur Zeit t^^ während e^Yi A die zu dieser Zeit statt- 
findende mittlere Schiefe [e] ist. Der Bogen c^i^ den ich der Kürze halber mit a 
bezeichnen will, wird die Präcession durch die Planeten genannt. 

Ich wende mich zuerst zu den Belationen , die für die Ekliptik gelten und da ist 
es vor allem wichtig, aus den obigen Fundamentalangaben die Werthe II und 71 
zu ermitteln. Die Betrachtung des sphärischen Dreieckes c £ Yi wird die gewünschte 
Lösung gewähren. Berücksichtigt man die früher gegebenen Definitionen der Bogen 
imd Winkel, so wird man für dieses Dreieck finden : 

Seiten Winkel 



ce = i8o° — JT — /i 


cYl 6 = € 




Vic = i8o°-n-; 


Yic?€ = 180«- 


- «0 


V,c = « 


Yi fi C = TT 


10* 
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Man kann sofort drei Relationen zwischen diesen Werthen aufstellen : 

tg^ TT. 8in{/Z -h i (/, + /) } = sin i (/, - l) tg^ [e + «„) . . (I) 
tg| 7t cos(iI 4- i (/i + /)} = cosi (/i - l) tg| [b - «o) . . (Hj 
tg^ ö co8|(€ + € J = tg^ (/, — /) cos| [e — «o) . . (III) 

Die nächste Aufgabe wird nun sein die Werthe von tt, Jl und a als Funktionen 
der Zeit darzustellen. Löst man in (I) und (II) den Sinus und Cosinus der Summen 
der Winkel 77 und \ (l^ + l) ^uf und bezeichnet die so aus (I) entstehende Relation 
mit (IV), die aus (II) gebildete mit (V) und entwickelt weiter, indem gesetzt wird: 
(IV) co8| (/, + /) - (V) sin| (/j + /) == tg| TT sin 77 
(IV) sin| [l, +1] + (V) cos| [l, +1) = tgi TT cosn 
so findet man, indem man die angezeigten Substitutionen ausführt : 
tgi TT 8in77= cos|(/i +0 smj(^ "0 tgl(f + «0) - sin^(/i +/) cos|(/, - /)tg|(£- ej 
tg|7rco877=sin^(/i + /)sini (/,-/) tg^(€+€j+cos |(/i4-/)cos^ (/,-/) tgJ-(€~£ 
für \ [e ^- €^) wird man schreiben dürfen e^ -{- | [e — «J, welche Relation für die fol- 
genden Entwicklungen nöthig ist. Redenkt mau das ist: 

cos a==i— ^cif2-|-... 
sin a = a — J or ^ 4- . . . 

tga = «4-1«^+ . . . 
so wird es ersichtlich, dass man alle Glieder der zweiten Ordnung in Bezug auf die Zeit 
in den eben entwickelten Ausdrücken mitnimmt, wenn man für die Sinus und Tan- 
genten der kleinen Winkel die Bögen und für die Cosinus dieser Winkel die Einheit 
substituirt. Es gehen demnach die eben entwickelten Relationen über in : 

Nun wird es keine Schwierigkeiten haben , diese Ausdrücke nach steigenden Potenzen 
der Zeit zu entwickeln, denn man hat die Formen 

l = It +V f^ 

Substituirt man diese Ausdrücke , deren numerische Coefficienten oben angeführt sind, 
und ordnet Alles nach Potenzen der Zeit und lässt wieder wie früher die Glieder dritter 
Ordnung weg, so wird man erhalten 

7t sin TT = mt '\~ m' O 

7t cos 77 = ni ■\' n' f^ 
wo die konstanten Coefficienten die folgende Bedeutung haben : 
m = (A/~A) tg6«*> 

m' = (A/ ~ l!) tg e„*> + ^^ ~ n sin i" - i [l, + A) , sin i" 

« = iy 

»' = i (^1 ^ - ^^) «g «o" sin i" + (1?' - '/i ') 
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In diesen Ausdrücken habe ich überall statt tg€„ den Werth tge„^ an^setzt, da €^*^ 
nur von e^ um eine Grösse zweiter Ordnung verschieden ist , also daraus nur Fehler 
dritter Ordnung entstehen. Aus den Werthen für n sin 77 und ti cos/T wird es nicht 
schwierig sein die Werthe für TT und 7t in der verlangten Form herzustellen. Es wird sein : 

t 



tgiT = ^H-('^-?^''0 
° n \n n.n J 



8in I" 



m 



woraus sofort folgt, wenn man tg JT^ = - annimmt : 

® ' \ n n.n ] sin i" 

^ = (w sini2„ -f- n cosll^) t + (^' sinilo + n cosJTq) f^ 
Behandelt man in ähnlicher Weise die Gleichung (III), so wird man zunächst erhalten: 

a = ~-, ; r 

oder aufgelöst nsich steigenden Potenzen von /: 

^ A | — A ^ j Ai^ — V j^ (At — A) lysinf ^ ^sini" } ^ 

Die numerische Substitution in den bisher aufgestellten Formeln lässt der Reihe nach 

finden : 

/r sin TT = 4- o"o584i t + o"ooo 01968 ^2 
n co8JT= — o"47593< + 0.000 00556 ^* 
TT = 4- o"4795o^ — 0.000 00312 f^ 
7Z= 173« o' 12" — 8"694^ 
a = + o"i4672 ^ — o"ooo 24174 ^2 
Ich werde nun die analogen Grössen für den Aequator ableiten. Hierbei kommt 
das sphärische Dreieck Y^c in Betracht. Die Seiten Y-^ ^^d cA werden vermöge 
der Bewegung des Aequators nahe an 90^ sein. Bei A ist der aufsteigende Knoten des 
beweglichen Aequators in Bezug auf den fixen. Man hat wieder: 

Seiten Winkel 

Y^ = ^=90^ — P YcA = B^ + de^ 

cA = Q = 90^ — y cYA = 180^ — 1^0 

Yc =/i YAc = n 

Die Relationen die hier in Betracht kommen sind : 

tgi(i> + ?) = -, jy^i^^-^cotg^/. 

sm n = ' — ^*^-^^ — ' 



sinP 
Lässt man ähnlich wie früher die Glieder dritter Ordnung weg, so ist 

i8o°- (P+ Q) =/> + g = - T~^—^'d-^„ t 4- , \'^'y . -.— . 

Q — P = /> — y = Ai cos fo"" ^ + >t/ cosfio"" ^^ 

n = Ai sin c^*^ ^ + A/ sin «q® ^^ 

Der Ausdruck der allgemeinen Präcession in Rectasccnsion (m) findet sich leicht aus 

der Relation : 

m == Q — P^a 
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Die numerische Substitution Ij^sj^t folgende Werthe finden : 

P = 90" — 23^029 t 

m =^ 46"o5938 t + o"ooo 14192 i^ 

n = 2o"o5i37 t — o"ooo 04332 t^ 

Durch die eben gegebenen Werthe wird es möglich den Eiufluss der Aenderuugen 
der Fundamentalebenen auf die scheinbaren Orte der Gestirne zu ermitteln. Hierbei 
jedotli ist eine zweifache Aufgabe zu lösen. Der zuerst zu behandelnde Fall soll sieh 
mit dem Einflüsse beschäftigen , den die Präcession auf die Habniage eines Himmels- 
körpers ausübt und der zweite Theil wird sich mit dem Einflüsse der Präcession auf den 
einzelnen Ort befassen. 

Es sei in Fig. 11 , ganz die in Fig. I gewählte Bezeichnung beibehalten und der 

neu hinzugekommene Bogen [B] [B) stelle 
den grössten Kreis vor, den die vorgelegte 
Hahnebene mit der Ilimmelskugel bildet. 
Hei Qj, und Qj sind die aufsteigenden 
Knoten in der fixen und beweglichen 
Ekliptik; e^ QqB und e^ Q, B sind die 
zugehörigen Neigungen i^ und e\ . Die 
Neigungen werde ich nach den pag. 8 
aufgestellten Prinzipien bis 180*^ zählen 
und nehme daher auf die sonst übliche 
sehr unzweckmässige Unterscheidung von 
retrograder und direkter Bewegung keine 
Rücksicht. Der Bogen: 

Q^ Qj = diO 
ist die Aenderung des Abstandes des 
Perihels vom Knoten , so weit diese von der Präcession abhängig ist. Bezeichnet man 
die analogen Grössen des Aequators durch Accente, so hat man fiir die Ekliptik und 
den Aequator beziehungsweise die beiden sphärischen Dreiecke : Ö^ ^ ^i ^^^ ^o' -^^/ 
zu betrachten. Es sind wieder fiir : 




Fig. U. 



die Ekliptik 
Seiten Winkel 



i7„-h 180" — n 

Qj + 180° — JI— i 
da) 



180^ — I, 

7C 



den Aequator 



Seiten 



p - Q,; 

P— Qi' + m 
du>' 



Winkel 

f , 

180 — f\; 

n 



Das erstere Dreieck gewährt die folgenden Relationen : 

tgl (Q, - il - / + rf«,) = ^-|^ <«4 (Q„ - JT) 



Digitized by 



Google 



— - 79 — ~ 
Das zweite Dreieck liefert : 

tgi (Qt' -p-fn+ d.') = :^;j|-;±| tgi (Q„' - p) 

tg^{Q,' - P-m- da,') ^ ^i?i|o;_-t^). tg^ (Q„' _ P) 

Vergleicht man diese vier Gleichungen, so sieht man, dass sowol für die Ekliptik 
als auch für den Aequator die Formen identisch sind. Man kann sich desshalb bei der 
weiteren Entwicklung nur auf die Betrachtung des einen Falle& beschränken , da man 
sofort die Ausdrücke von der Ekliptik auf den Aequator durch geeignete Aenderungen 
der HuchstAben übertragen kann. Man wird setzen müssen : 

statt Qi : Qi statt dw : dio' 



» 


Q„ : Q„' 


» 


JT: P 


» 


»'. : ix' 


» 


n : n 


» 


*o : «o' 


» 


l:m 



Auch ohne Ansicht der Formeln ist dieses Wechselverhältniss klar , da die hier 
gegenübergestellten Bezeichnungen Analoga sind. 

Um nun die aufgestellten Gleichungen in eine geeignete Form zu bringen , um 

aus denselben direkt die Aenderungen des Knotens und des Perihels abzuleiten, nehme 

ich den bei der Parallaxe (pag. 28) bewiesenen Satz zu Hilfe, dass die Gleichungen von 

der Form 

tg9>' = i^tg(jp 

in eine Reihe entwickelt werden können von der folgenden Anordnung 

q>' - y =?^ sin2g) + i (J^y sin49) + \ (J^))' «nöcjp + . . . 

welche Reihe sehr rasch konvorgirt, sobald nur der Werth ^ 'T ' sehr klein ist, was im 

vorliegenden Falle in der That stattfindet , da die Coefficienten nach Potenzen von n. 
vorschreiten. In der ersten Gleichung wird man setzen müssen : 

in der zweiten jedoch 

J^ = cotgitotgi7r 

Geht man bis zu Gliedern zweiter Ordnung inclusive, so '^rd man zunächst erhalten 

i(Qi- Qo)-i^««=i^+cotg^/otgi7rsin(Q„— iI)+icotgH«otgH^'^8i«2(Qo— 11)4-.. 
|(Qj_Qj4.|rfco = i/-tgi«;tgi7r8in(Qo-~iI)+itg2|,;,tg2|^8in2(Q^-JT) + .. 

Für die Tangenten von \7i kann der Bogen gesetzt werden, und durch Addition der 
Gleichungen wird erhalten 

0,=:Q^+/4-cotg*o7rsin(Q — JT) -f (cotg2t;,+^)frsin(Qo— iT)7rcos(Qo— JT)8ini"+.. 
Ganz fthnliche Ausdrücke würde man für dw erhalten, bedenkt man aber, dass die 
Länge des Perihels: tt^ = w + ^ ^s^* ^^^ 

dTtx = do) + rfQ 
und es für die praktische Anwendung in der Regel bequemer ist, die Aenderungen der 
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I^age des Perihels selbst zu kennen, so wird der hierzu nöthige Ausdruck einfach 

durch Verdopplung der zweiten oben entwickelten Reihe erhalten und gefunden 

7f, =71:,° + /— tg^toTTsin (Qq — il) 4-|tg2|i^j7i:8in (Öo— iTj7f cos (Qo — il) sini" + . . . 

Um die Ausdrücke für die Aenderung der Neigung zu erhalten, bemerke man die 

Relation 

/^ 1 {i^ + 180° - m) = ^<>«i(Qi--Qo-0 eotgi /r 
^^^01 ly cosi (Qi — 2//— /-h Qo) 

und ganz analoge Ausdrücke gelten für den Aequator. Substituirt mau nun den eben 
gefundenen Werth von Q^ und nimmt, da nur Glieder zweiter Ordnung berücksichtigt 
werden, das Glied erster Ordnung dieser Grösse mit, so wird man erhalten : 

tgi (M - «o) — co8i{cotgio^8in(öo -//)■} ^* 

woraus folgt : 

t, —i^ — 7i cos (Oo — ny+ \ cotg t'o ^^ 81^2 (Q^ — 77) sin i" + . . . 

Um nun die analogen Ausdrücke für den Aequator zu erlangen, hat man die 
oben angedeutete Substitution auszuführen; thut man diess und setzt für P<lon Werth : 
(90" — p) so wird man finden: 

^i'= Qo'+^-cotg«V«cos [Qo+P] - (cotg2f;'+|) «sin [Qo+P) ^^«o» i^o+P) «i« »"+• • • 
W = <+^ + tgl«o'»co8(Qo'+/?) -4tg24f;'wsin [Qo+P] ^cos {Qj +p) sin i" + . . . 

«V = io -nsin [Qo'+P) + i cot^*V {« cos (Q,/ +/>) j^ sin i" + . . . 

In den Gliedern zweiter Ordnung für Q und /f^ habe ich absichtlich die Re- 
duktion aus den doppelten Winkeln von Q^ — TT und ^o +P "^cht vorgenommen , da 
in dieser Form die numerischen Operationen etwas kürzer. werden. 

Es könnte scheinen , als ob nach den bisherigen Entwicklungen nur die Ueber- 
tragung der Elemente von der fixen Epoche auf die Zeit /„ möglich wäre , während 
eine Uebertragung von der Zeit t^ auf ti nicht unmittelbar ausführbar ist. Die Lö- 
sung dieser Aufgabe jedoch wird keine Schwierigkeiten haben , wenn man nur die 
Konstanten auf eine geeignete Form bringt, so dass für jede beliebige Zeit die Funda- 
mentalebene in dem Sinne, wie es oben gesc:hah, als fix betrachtet werden kann. 

Mit Ausnahme von 77 haben alle hier in Betracht kommenden Grössen die 
Form: 

wo l vom Jahre 1850.0 im vorliegenden Falle zu zählen ist. Für den Zeitpunkt t^^ und 
/j wird man in Hezug auf die Epoche 1I850 erhalten 

durch Subtraktion und eine leichte Umformung findet sich 

r'' = (« -f- 2 *0 {/. - ^o) + * (/■-/.,)' 
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wodurch die verlangte Form hergestellt ist, indem es jetzt möglich ist, die Koefficien- 
ten auf eine beliebige Epoche zu beziehen , die als Ausgangspunkt gewählt werden 
kann. 

Eine etwas andere Betrachtung muss mit JT vorgenommen werden. Es wurde 
FI ermittelt aus der Verbindung der Ausdrücke n sin Tl und n cos 11 , die ganz die- 
selbe Form liaben, wie dieselbe oben durch r repräsentirt wird. Es ist also für eine 
beliebige Epoche 

TTsin JT= (m + 2fn't^] (/, — g +m (f^ - ^2 
TT cos n = (;» + 2«'0 (t, ~ + «' {f, ~ 2 

Geht man nicht über Glieder hinaus, die zweiter Ordnung sind, so wird 

(^ «-|-2ii'<o) ' ( fi n.n ) sin i" 

Der zweite Theil dieses Ausdruckes ist identisch mit demjenigen, welcher früher 
für die jährliehe Aenderung von JTq gefunden wurde; ich nenne denselben der Kürze 
halber c. Der erste Theil dieses Ausdruckes gibt nach Potenzen der Zeit entwickelt : 

Es ist demnach vollständig, wenn man bedenkt, dass ausserdem eine Aenderung 
der Lage des Aequinoctialpunktes durch die allgemeine Präcession bewirkt wird, die 
I^nge des Knotens JT 

oder duTch Substitution der obigen VVertbe 

n = 173» o' 12" 4- 32" 847 <o - 8" 964 {<! - /ü) 
Es ist wol zweckmässig, alles Zusammengehörige übersichtlich neben einander 
zu stellen, und ich gebe zwei Zusammenstellungen, wovon die eine für die Ekliptik, 
die andere für den Aequator als Fundamentalebene angenommen gilt. Die Zeit t^ entr- 
spricht der vorgelegten Ausgangsepoche, tx ist die Zeit, auf welche das Elementen- 
system übertragen werden soll. 

Ekliptik 

Q, = Qj,+/+cotgio7r sin (Qq—^ + (cotg^io+i) ^«n [Qq—J^ ^^^os (Q^,— JI) sin 1" 

^^ = /ro+/— tg|to7r8in(Qo — n) + itg'^^i^Ttsin (Q^-^ H) n coa [Q^ - H) sin i" 

i, = $0 — ^ cos (Qo— i?) + i cotg to {tt sin [Q^ — il)}^ sin i" 

JT= 173" o' 12" + 32" 847 (/o- 1850) - 8" 694 [tx - 

7r={o"47950—o" 00000624 (Iq— 1850)) (^ — — 0^00000312 (^ — ^ « 

/= {50" 23465 +0" 000 22576 (^o- 1850)} (it-to) +o"ooo 11288 (^— 0^ 

Aequator 

Q/= Q„' +m - cotgtj neos (Qo+P) — (cotg^t«' + i) nsin (Q^' +p) neos (Oo'+/>) sin i" 

^i' = <+»» + tg^tVncos (Qj +/>) - itg« |f;»8in (Q^+p) neos (Qo'+p) sin i" 

h'=io' -nsin {Q'o+P) +icotgio' {neos (Q^'+P) }* "« i" 

/>=23"029(^— /J 

»=={20" 05137 — o" 00008664 (^0—1850)} (^ — —o" 00004332 (^ —0* 
»i = {46" 05938 4- o"ooo 28384 (/o~ 1850)) (^ -0 +o"oooi4i92 (/, -0« 

Oppolzer, Bftbnbesttmmanifea. '^ 
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Hat man eine genäherte Kenntniss von -jr und ^, so wird man viel einfacher 
rechnen können und dabei doch die Glieder zweiter Ordnung mitnehmen. Man wird 
Ö und i für die Zeit " berechnen und ebenso die Konstanten : ist Q und i der- 

jenige Werth von dem Knoten und der Neigung der für die Mitte der Zeiten l^ t «\ 
gilt, so werden die Formeln für die 

Ekliptik 

Ö, = Qo4-/ + cotgt7r8in(9 —IT) 

TT, =7t^'\-l — tg^iTTsin (Q — Tl) 

ii = fo — ^ cos (Q — il) 

/T=i73«o'i2" + 32"847(^^- 1850) 

7r=|o"47Q50 — o" 000 00624 (^?^tA— 1850V (^ — /J 

/=| 50" 23465+0" 000 22576 (?L±1«_ ,85o)j [t,-Q 



für den 



tn = 



Aequator 

Q^' = Qj-|- ,w — COtgl' «cos (ö' +/>) 

h=io' — n8in {Q' + p) 
p = 2fo2g K — 

2o"o5i37 —o" 000 08664 (^-^— 1850)1 (^ — g 
46^05938 + o" 000 28384 (^^"- 1850)1 (^-0 



Würde einmal der Fall eintreten, dass die Neigung so nahe 0° und 180*^ gleich 
wird, dass die Anwendung obiger Formeln nicht zulässig wäre, so wird man entweder, 
wenn eine solche Uebertragung nöthig wird , die strengen Formeln anwenden, oder die 
Elemente auf die andere Fundamentalebene übertragen und nach den für diese letz- 
tere geltenden Formeln die Uebertragung ausführen; bei den kleinsten bisher be- 
kannten Neigungen (Massalia 0^41') wird man selbst auf entfernte Epochen hin mit 
den Gliedern zweiter Ordnung ausreichen und kann allenfalls durch Fraktionirung des 
Zeitintervalles auch auf sehr grosse Intervalle übergehen, ohne wesentlich an Genauig- 
keit zu verlieren. Bei Neigungen von sehr nahe 180° kann es zweckmässiger sein, 
statt der Aenderung der Länge des Perihels die Aenderung des Abstandes des Perihels 
vom Knoten zu berechnen. 

Um vorstehende Formeln durch ein Beispiel zu erläutern, werde ich die Ele- 
mente des Planeten (64) Angelina vom mittleren Aequjnoctium 1860,0 auf das von 
1870,0 übertragen. Die Elemente sind für 1860.0 

^0= 123^33' 10" 57 

Q =3ii°4'48"73 

,-=i"i9'5i"83 
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Ich werde nach dem ersten Rechnungsschema zuerst vorgehen. Es ist 

JI=i73°4'i5" 

7C = 4" 794 log 7t = 0.68070 

/= 8' 22" 380 

ao~iI= 138^0' 34" tgi ♦0 = 0-06505 

coB (Qo — -ß) = 9nÖ7iH j7tii= — c!'on 

sin (Öo— ^ =9.82543 ^/ro = 8'22"343 

7rco8(Qo—JI) =0^55184 ^«i=+3"563 

cotgio= 1.63383 leotgto= 1.333 

/rsin (1^0 — il) =0.50613 {/rsin (^^ — il))2= 1.012 

z/ Q//= + 2' 18" 026 ' sin 1" = 4.686 • 

cotg i^ = 3.268 lüg Jin = 7.03 1 

cotgio^ -1-^ = 3.268 z/t/i = + o"ooi 

TT sin (^i^ — ilj TT cos (Äq — il) = 1,1058 Ji = + 3" 564 

sin i" = 4.686 

logz/Q///=9,jOI2 
J Qjjjzrs — o" 102 

JQ = -(- 10' 40" 304 
Nach dein zweiten Rechnungsschema wird, wenn genäherte Werthe von dQ 
und dt bekannt sind^ gefunden 

i=i°i9'53"6 n: = 4"794 

0=311^ 10' 9" /= 8' 22" 380 

11= 173« 8' 25" lg^= 0.68070 

Q — 71=138° i'44" cotg» = 1.63 368 ^Ö=+ 10' 40" 308 

sin (ö -— 11) =9.82527 /r8in(Q —ilj=o. 50597 -^/r = -|-8'22"343 

co8(Q — JI) =:9,,87i27 tgit= 8.06522 

/rcos(Q —il) =0,455197 z/Ö//=:-t- 2' 17^928 

-^t = + 3" 564 ^^11 — — o"o37 

Der Einfluss der Praecession auf den Ort eines Himmelskörpers kann auf zwei- 
fache Weise berechnet werden, man bedient sich entweder strenger Formeln, oder 
man führt, was fiir die meisten Zwecke ausreicht, nur Näherungswerthe ein. Die 
Streugen Formeln wird man anwenden müssen, sobald man den Uebergang auf ein sehr 
eutferntes Aequiuoctium auszuführen hat und sobald der Ort sehr nahe dem Pole zu 
liegen kommt; im letztem Falle kann selbst bei einer sehr massigen Zwischenzeit 
(Jahre) die Anwendung der Näherungswerthe misslich werden. Für den vorliegenden 
Zweck (Bahnbestimmungen} wird man stets mit den Näherungsformeln ausreichen, 
denn längere Zeitintervalle (von Jahrzehnten) kommen nur bei den Planeten und bei 
den periodischen Kometen vor, die im Allgemeinen alle hinreichend weit vom Pole 
entfernt bleiben, so dass die Anwendung der Näherungswerthe nichts an der Genauig- 
keit verlieren lässt. Bei Kometen, die sich dem Pole oft sehr bedeutend annähern, wird 
es selten eine Veranlassung geben, die Reduktion auf ein sehr entferntes Aequiuoctium 
auszuführen. 

11* 
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Bei der Entwicklung der eben erwähnten Näherungsformeln werde ich einen 
Weg einschlagen, der für beide Coordiuationssysteme vollkommen analog ist, so dass 
wieder schliesslich nur durch Umsetzung der Buchstaben die für die Ekliptik erhaltenen 
Resultate auf den Aequator übertragen werden können. Ist X und ß die Länge und 
Breite des Gestirns zur Zeit der Ausgangsepoche (a und d die Rcctascension und Dekli- 
nation zu derselben Zeit) dX und dß [da und dd) die Aeaderungen dieser Coordinalen 
durch die Präcesaion , so sind die rechtwinkligen Coorctinaten in Bezug auf die fixe 
Ekliptik als Anfangspunkt der Zählung JT angenommen, 

X = cos /? cos (A — JI) 
y = cos ß sin (X — 11) 
z = sin ß 
Für die andere Ekliptik wird mit derselben Zählweise 

arj =x= cos [ß + dß] cos (i H- dX — II — /) 
y, = cos [ß -h dß) sin (A + rfA — /T — /) 

Zy = f,\VL{ß + dß) 

Das erstere System unterscheidet sich vom zweiten nur dadurch, dass das zweite 
Coordinatensystem um den Winkel n , die X-Achse als Drehungsachse angenommen, 
gegen das erstere gedreht erscheint ; es sind demnach die Transformationsformeln 

ajj = X 
y^ = y cos 7t -{- z sin /r 
Zi = — y sin 7t -^ z cos 7t 
Substituirt man in diese Gleichung die oben aufgestellten Werthe und nimmt 
nur die ersten Potenzen der Aenderungen mit, so wird sofort : 

— CQsß sin (X — n) [dX — l)— cos {X — JTj sin ßdß = o 
cos /? cos (i — il) (dX — l) — sin (X — 11) sinßdß = ;r sin /5? 
cos ßdß = — 7t cos ß sin (X — il) 
woraus man ohne Schwierigkeit erhält 

dX = l + 7ttgß cos (X — n)\ 
cf/J = — TT sin (A — J2) j 

Für die Sonne wird das Produkt 7t tg ß verschwindend klein. 
Um nun die analogen Aenderungen für den Aequator zu finden, wird man setzen 
statt X : a statt / : m 

,y ß : d y, 7t : n 

yy dX : da ,y H : 90° — p 

yy dß : dd 
und man wird finden, wenn man bedenkt, dass je> =f[t\ — ^o) i^> demnach für un- 
endlich kleine Zwischenzeiten verschwindet, wie diess vorausgesetzt ist : 

da=zni -{- nig8%\na\ 

dd = n cos a J 

Will man bei diesen Präcessionsformeln die zweiten Potenzen in Bezug auf die 

Zeit mitnehmen, was fast fiir alle Fälle ausreicht, so kann diess sehr leicht geschehen, 

wenn man genäherte Werthe der Präcession bereits kennt. Man berechnet mit diesen 
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a uud d für die Mitte der Zeit (--^j und uimmt ebenso die Konstanten für diese 

Epoche an und multiplicirt die so erhaltenen Werthe, die für das tropische Jahr als 
Einheit genommen gelten, mit (/, — ^J. Von der Richtigkeit dieser Vorschrift kann 
man sich leicht überzeugen. Für die praktische Anwendung habe ich in folgender 
Tabelle die in Betracht kommenden Grössen für das gegenwärtige Jahrhundert von 
zehn zu zehn Jahren berechnet und m in Zeitmass angesetzt. 





/ 


7t 


n 


tn 


log (n: 15) 


logn 


1800 


5o"2234 


o"4792 


i72«32'5o" 


3*06968 


0.126146 


1.302238 


I8IO 


50^2 2 56 


0.4793- 


172 38 18 


3.06987 


0.126128 


I. 302219 


1820 


5o''2279 


0.4793 


1724347 


3.07006 


0.126 109 


1.302200 


1830 


5o"23oi 


0.4794 


172 49 15 


3.07025 


0. 1 26090 


1.302 182 


1840 


5o"2324 


0.4794 


172 5444 


3.07044 


0.126072 


1. 302163 


1850 


5o"2346 


0.4795 


173 012 


3.07063 


0.126053 


1. 302144 


1860 


5o"2369 


0.4796 


173 540 


3.07081 


0.126034 


1. 302125 


1870 


5o"2392 


0.4796 


173 II 9 


3.07100 


0. 126015 


1. 302107 


1880 


5o"24i4 


0.4797 


173 1637 


3.07119 


0.125996 


1.302088 


1890 


5o"2437 


0.4797 


173 22 6 


3.07138 


0.125978 


1.302069 


1900 


5o"2459 


0.4798 


173 2734 
b. Nuta 


3-07157 
ktion. 


0.125959 


1.302050 



Wie schon bemerkt wurde , fasst man die periodischen Aenderungen der Funda- 
mentalebenen unter dem Namen der Nutation zusammen 9 da aber diese durch die 
Aenderung der Lage des Aequators allein bedingt sind, so werden die Breiten eines 
Himmelskörpers durch die Nutation nicht verändert. Die Nutation ist wesentlich ab- 
hängig von der Länge des Mondknotens (Qj, der iJLnge der Sonne (Q) und des Mon- 
des (C) und der Länge des Perigaeums der Sonne (P) und des Mondes (P'). Peters 
hat für die Nutation in der Länge [JX\ und der Schiefe der Ekliptik [J^ die folgen- 
den numerischen Werthe gegeben und zwar für das Jahr 

1800 
^A = — 17^2405 sin Ö + o"2073 sin 2 Ö 

— i^zögz sin 2 — 0^204 1 sin 2 d 

+ o"i279 sin (0 — Pj — o"o2i3 sin (0 -f-P) 
+ o"o677 sin (C — P') 
Je = -^ 9"223i cos 9 — 0^0897 cos 2 Q 
+ o"5509 cos 2 + o"o886 cos 2 C 
+ o"oo93 cos (0 -h P) 
diese Koefficienten sind aber mit der Zeit veränderlich , und zwar sind dieselben für 

1900 
Jl = — I7"2577 sin Ö -|- o"2073 sin 2 Q 

— i"2693 sin 2 — 0^2041 sin 2 d 

4- o"i275 sin (0 — P) — o"o2i3 sin (0 -h P) 
4- o"o677 sin (C — P) 
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Je = -{- g'2240 cos ^7 — o'^oSgö cos 2 Q 
4- o"55o6 cos 2 + o"o885 cos 2 d 
+ o"oo92 cos (0 + P) 

üie Werthe JX und z/e finden sich in den astronomischen Epheraeriden be- 
rechnet^ gewöhnlich ist nicht Je mitgetheilt, sondern 

e = €^ + Je 
wo €ff^ die mittlere Schiefe der Ekliptik vorstellt; e wird dann die wahre oder scheinbare 
Schiefe genannt. Hat man demnach die wahre Rectascension und Deklination eines 
Gestirns und will man den von der Nutation befreiten Ort in Bezug auf die Ekliptik 
kennen, so wird man die gegebenen äquatorealen Coordinaten mit der wahren Schiefe 
in Länge und Jkeite verwandeln und von der Länge die aus den Ephemeriden entlehnte 
für das vorgelegte Datum geltende Nutation subtrahiren. Es ist aber oft wünschens- 
werth , den Einfluss der Nutation auf die Rectascension und Deklination der Gestirne 
zu berechnen. Es ist aber, wenn man bei den ersten Potenzen der Aenderungen 
stehen bleibt 






Um die Differentialquotienten , deren Kenn tniss hier nöthig ist, zu bestimmen, 
nehme ich die Gleichungen vor , die bei der Transformation der Coordinaten gefunden 
wurden (pag. 13). Es wurde daselbst erhalten 
cos d cos a = cos ß cos X 
cos d sin a = cos ß sin l cos s — sin /? sin e 
sin d = cos ß sin X sin « + siu /? cos «. 

Die Differentiation lässt zunächst finden mit Rücksicht darauf, dass dß der Null 
gleich ist: 

cos d sin a cfa -f- cos a sin d dd = cos ß sin X dX 

cos d cos ada — sin a sin d dd= cos ß cos^ cos edX— (cos ß sin X sin « + sin /t? cos e) de 
cos ddd = cos/? cos X sin € dA + (cos ß sin X cos € — sin ß sin e) de 

Um nun alles durch äquatoreale Polarkoordinaten auszudrücken, wird man leicht 
aus der zweiten und dritten der zuerst aufgestellten Gleichungen ableiten : 

cos/9 sin X == cos d sin a cos e + sin d sin e 
dann wird man schreiben können 

cos d sin ada ■+- cos a sinddd = (cos d sin a cos e -|- sin d sin e) dX 
cos d cos add — sin a sin ddd = cos d cos a cos edX — sin d de 

dd = cos a sin e dX -{- sin a de 
woraus sich sofort bestimmt: 

d(t I ' ' A. 9 dd 

— = cos e + sin e sm a tg o -71= cos a sin e 



^=-cosatg<y ^ 
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Nimmt man e = 23^27' 54" 2 für 1800 und setzt die numerischen Koefficienten 
sogleich ein, so wird man finden für 1800 
da = — I5"8i48 8inö — {6"86508inQ sina + 9"223ico8 Qeosajtgd 

4-0" 1902 sin 2 Ö +{o"o825 8in2 Q 8ina4-o"o897co8 2 Qcosa}tgrf 

— i" 1 642 sin 20 — {o" 5054 sin 2 sin a+o" 55^9 cos 2 cos «} tg d 

— o" 1872 sin 2 C — {o" 08 13 sin 2 <l8ina + o"o886co8 2 <L eosa} tgd 

--o"oi95 sin (0 + P) — {o" 0085 sin (0 + P) sin a + o" 0093 cos (0+P) cosa} tgd 
+{o"o62i +o"o270smatgd}8in {(L — P') +{o" 1 173 +o"o5O9sinatgd)sin(0 — P) 
rfd= — 6"865osin ö cosa4-9"223i cosQ sina 
+ o"o8258in2 Qcosa— -o"o897co8 2 Qsina 

— o" 5054 sin 2 cos a + 0" 5509 cos 2 sina 

— o"o8i3 8in2 (L co8a4-o"o886cos2 (L sina 

— o"oo85 sin (0 + P) cos a + ©"0093 cos (0 + P) sin a 
+ o"o270sin(C — P') cos a + o" 0509 sin (0 — P) cosa 

Diese Grössen sind mit der Zeit veränderlich, einerseits weil die Koefficienten, 
die für dX und de gegeben wurden, selbst säkularen Aenderungen unterworfen sind, 
und weil andererseits die Schiefe der Ekliptik mit der Zeit sich ändert; da aber diese 
Aenderungen alle sehr klein sind, so werden dieselben nur in den grössten Gliedern 
etwas merkbarer hervortreten. Für 1900 sind diese grössten Glieder: 

rfa = — 15" 832 1 sin ö — {6" 8683 sin ß sin a H-9"2240 cos ttcos a) tg d 
rfd= — 6"8683 sin^cos a + 9"2240cosß8in a 
Die übrigen Glieder können unverändert beibehalten werden. Um diese Kor- 
rektionen für die Nutation bequem berechnen zu können , könnte man in den astnmo- 
mischen Ephemeriden die Koefficienten p, q und r aufnehmen, und es wäre dann 

rfa =/> + (j sin a + r cos a) tg d 
dd = q cos a — r sin a 
die noch einer weiteren Transformation fähig wären. Es werden aber diese Ausdrücke 
nicht mitgetheilt, da es andere Hilfsmittel gibt ; die im nächsten Kapitel vorgebracht 
werden sollen, um die Aenderungen der Coordinaten durch die Nutation in Verbin- 
dung mit den anderen Korrektionen zu berechnen. 

5. Beductioii der Coordinaten auf die yerschledenen Aeqnlnoctien. 

Die Beobachtung ergibt im Allgemeinen den scheinbaren Ort des Gestirnes, 
verbindet man mehrere Beobachtungen mit einander, um dieselben einer Rechnung zu 
Grunde zu legen, so wird man , um nur Homogenes mit einander zu verbinden , alle 
Beobachtungen auf eine bestimmte Fundamentalebene (Aequinoctium) beziehen , und 
es wird sich die Aufgabe stellen, die in den vorausgehenden Kapiteln (Aberration, Prä- 
cession und Nutation) erläuterten Vorschriften zu diesem Zwecke zu verwerthen und 
die Hilfsmittel anzugeben , welche die astronomischen Ephemeriden zur Erleichterung 
dieser Operationen angeben. Hierbei wird es sich wesentlich unterscheiden, ob die 
Fundamentalebene die Ekliptik oder der Aequator ist. 



Digitized by 



Google 



88 



a. Ekliptik. 

Die Heobachtungen sind meist auf den Aequator bezogen ; man wird desshalb 
vorerst mit der scheinbaren Schiefe (e) der Ekliptik dieselbe in scheinbare Längen {X) 
lind Breiten (ß) verwandeln. Die scheinbare Schiefe findet man in den Ephemeriden 
und gewöhnlich auch an derselben Stelle die Nutation in Länge (N) von zehn zu zehn 
Tagen mitgetheilt; es genügt hierbei nur mit Rücksicht auf die ersten Differenzen zu 
interpoliren. Die scheinbaren Tüngen und Breiten sind zuerst von der Aberration zu 
befreien. Es ist (pag. 70) , wenn man mit Q die zur Beobachtung gehörige Sonnen- 
länge und mit tvq die Länge des Perigaeums der Sonne bezeichnet, hieför 

dXx = [20" 445 cos (0 — il) + o''343 cos (nQ — il) ] sec/9 
dßi = [20^445 sii^ (0 — ^) + o''343 sin (tvq — l) ] sin/? 

Bringt man diese Korrektionen an die Beobachtung an, so erscheint dieselbe auf 
das wahre Aequinoctium des Beobachtungsdatums reducirt. 

Die Korrektion für Nutation ist sehr einfach, da durch diese nur die Länge 
beeinflusst wird. Es wird sein 

dXi = — N 
d(f2 = o 

Nach Anbringung der beiden Korrektionen (Aberration und Nutation) an die 
Werthe, die durch die Beobachtung gegeben wurden , erscheint dieselbe auf das mitt- 
lere Aequinoctium des Beobachtungsdatums reducirt. 

Nimmt man nun ein bestimmtes mittleres Aequinoctium an, welches zur Zeit T 
(für T'wird sich häufig genug der Jahresanfang empfehlen) gehört, und auf welches 
Alles reducirt werden soll , ferner sei l die Zeit der Beobachtung , und drückt man das 
Zeitintervall (t — 7^ in mittleren Sonnentagen aus, so wird zunächst diese Differenz in 
Theile des tropischen Jahres (r) umzusetzen sein. Man hat mit genügender Genauig- 
keit 



365.242 

Bezeichnet man mit / die jährliche (tropisches Jahr) allgemeine Präcession in 
Länge, mit n und 11 die früher angegebenen Constanten der Präcession (pag. 85) , so 
wird sein 

dl^ = — T [l + Tttgß COS (Ji — JI) ] 

dß^ = vn sin (X — 11) 

Vereinigt man die drei Korrektionen für Aberration, Nutation und Präcession, 
so ist : 

A«=A+[2o''445co8 (0-i) + o''343cos (/Tq-A)] sec/?-iV-^^=^ 

ßo=ß+ [20" 445 sin (Q — X) +o"343 sin (ft^—X)] sin/J + ln^Tr sin (X - JI) 

365.242 

Die numerischen Werthe der Konstanten sind, wenn mit /,• das Beobachtungsjahr 
bezeichnet wird : 
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ttq = 280° 21' 21" -H 6i"70 {(i — 1850) 
/ = 5o"23465 + o"ooo22576 (^,- — 1850) 
7t == o"4795o — 0.00000624 (ti — 1850) 
JT= 173° o' 12" + 32"85 [ti - 1850) 

Für die Sonne, bei der man bei der Berechnung der Reduktionen ß = o setzen darf, 
werden dadurch die Formeln etwas einfacher, doch wird es nicht nöthig sein, dieselben 
hier anzusetzen. 

b. Aequator. 

Will man die Korrektionen für Aberration, Präcession und Nutation au die 
äquatorealen Coordinaten anbringet, so bieten die Ephenieriden hierfür sehr geeignete 
Hilfsmittel. Für die Aberration sind die darauf bezüglichen Formeln auf pag. 70 bereits 
mitgetheilt worden. Für die Berechnung der Präcession und Nutation können ähn- 
liche Kunstgriffe angewendet werden, nur muss man eine bestimmte Annahme über das 
fixe Aequinoctium machen; hierzu wird der astronomische Jahresanfang (vergl. pag. 74) 
gewählt Die Formeln für die Berechnung der Präcession haben die Form (pag. 84) : 

dax = T (w + » tgd sina) 
ddx = Tti cos a 
für die Nutation (pag. 87) wurde die Form gefunden: 

da^ = P + (y sincf + r cosa) tgd 
^d 2 = y cos a — r sin a 
Es wird demnach : 

</«, + ^«2 ^= (/> H- *^^) + (? + ^^) sina tgd H- r cos« tgd 
ddx + ^^2 = (? + ^w) cosa — r sin«. 

Führt man also für die von der Zeit abhängigen Grössen ein 

p -krm =f 
q -\^ zn = ff cos G 
r = ^ sin Cr 
so wird : 

da^ + da2 = f + ff sin (G + ä) tgd 
ddi + döi = ff cos [G + a) 

Die Grössen y, ff, G nebst den für die Aberration nöthigen Hilfsgrössen h, H 
und i finden sich in don astronomischen Ephemeriden. Die letzteren Coefficienten für 
Aberration enthalten aber nicht die kleinen nothwendigen Korrektionen (pag. 70), um 
die Beobachtung völlig von der Aberration der Fixsterne zu befreien, hierfür sind die 
Konstanten ä^, H^ und i^ nöthig. Es ist also die volktändige Reduktion auf den 
Jahresanfang in der folgenden Uebersicht enthalten : 

a^ = a — [/ + ^ sin (G^ + a) tg d 4- Ä sin [H + «) sec d -+- A „ ^^^ [Hq + ^) sec d] 
do = d — [ff cos [G + a] +h cos {H-\- a) sin d + Äq sin [H^ + «) s^n ^ + (« + *o) ^os d} 

Oppolzer, BahnbeBtiramiingen. 12 



Digitized by 



Google 



90 - 





logAo 


^0 


«0 


i8oo 


9-5342 


351° 16' 


— 0"022 


1850 


95340 


350" 29' 


— o"o24 


igoo 


9-5338 


349" 42' 


0"026 



Liegen die zu vereinigenden Beobachtungen in verschiedenen Jahren , so wird 
man zuerst die Reduktion nach den eben zusammengetragenen Vorschriften auf den 
betreffenden Jahresanfang ausfuhren und dann mit Hilfe der bei der Präcession ge- 
gebenen Formeln (pag. 84) die Uebertragung auf das gewählte mittlere fixe Aequi- 
noctium durchfiihren. 

Bei der Berechnung der Ephemeriden gibt man stets den auf das wahre Aequi- 
noctium bezogenen Ort des Planeten an, da die Fixstern- und Planeten - Aberration 
durch Aenderung der Beoba( htungszeit gleichzeitig berücksichtigt werden können ; 
man wird gewöhnlich die auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges bezogenen 
rechtwinkligen Coordinaten des Planeten erhalten, die mit den auf dasselbe Aequinoctium 
bezogenen Coordinaten der Sonne vereinigt, die geocentrischen Coordinaten finden 
lassen. Um die so erhaltenen polaren Coordinaten auf das wahre Aequinoctium des 
gegebenen Datums zu beziehen wird man an die berechnete Rectascension imd De- 
klination die Korrektionen für Präcession und Nutation anbringen müssen ; dieselben 
sind nach dem Vorausgehenden 

da =/+ g sin [G + a] tgd 
J d ^=jl cos [G -4- a) 

Manche Ephemeriden geben aber nicht die auf das mittlere Aequinoctium des 
Jahresanfanges bezogenen rechtwinkligen Coordinaten der Sonne, sondern unmittelbar 
die wahren. Man wird desshalb die für den Himmelskörper gefundenen Coordinaten, 
die in der Regel auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges bezogen sind, 
auf das wahre Aequinoctium übertragen müssen; ist diess geschehen, so gibt die Ver- 
einigung der Coordinaten des Planeten (Kometen) und der Sonne sofort die wahren 
geocentrischen Orte. Die nothwendige Umsetzung gescljieht am einfachsten mit Hilfe 
der eben angeführten Hilfswerthey, g und G (vergl. Hill, astron. Nachr. No. 1593). 
Sinda:, y, z die heliocentrischen rechtwinkligen Aequatortoordinaten bezogen 
auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges , a und d die heliocontrische Rect- 
ascension und Deklination, r die Entfernung, so ist : 

X =^ r cos« cos(/ 
y = r sin a cos d 
z = r sin e/ 

Sind x' y' und z' die auf das jeweilige wahre Aequinoctium bezogenen Co- 
ordinaten , so ist , da die aus der Transformation entstehenden Aenderungen differen- 
tieller Natur sind : 

X — a: = 6x 

y' — y = 6y 

x' — z = dz 
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und 

Sx = — r sin a cosdda — r cosa »inddd 

dy = r cosa cosdda — r sin a sin dSd 
dz = r cos ddd 
Setzt man für da untl (hl die Werthe 

^ö =/+ ff sin [G + a) tgrf 
dd= ff cos {G + a] 
nachdem man die Grössen sin(Cr + a) und cos [G + a) aufgelöst hat, so wird man 
finden : 

x' — :r = ( — fy — ff cos Gz] sin i" 
y' — y = ( f^ + ff sin Gz) sin i" 
z — z = {ff cos Gx — ff sin Gy) sin i" 
Diese Korrektionen wird man an die mittleren Coordinaten in Einheiten des 
Radius anzubringen haben, um die wahren zu erhalten. 



Anhang. 

Bei der Vorausberechnung der Ephemeriden , insbesondere der der kleinen Pla- 
neten, werden gewöhnlich mehrere Bestimmungen angegeben, welche über die Zeit 
der Opposition (Länge des Himmelskörpers gleich der Länge der Erde) , über die 
Helligkeit und Lichtstärke des Himmelskörpers Aufschluss geben sollen und mehr einen 
die Beobachtung vorbereitenden Zweck haben. 

Die Zeit der Opposition wird man leicht genug finden aus der Bedingung, dass 
die heliocentrische Länge des Planeten gleich ist der heliocentrischen Länge der Erde. 
Ist u das Argument der Breite, so ist : 

tg (/ — Q ) = tg w cos f 
woraus die heliocentrische Länge (/) des Planeten leicht gefunden wird. Da dieses 
Oppositionsmoment nur auf etwa eine Stunde genau angegeben wird, so wird es genügen, 
in der Nähe der Opposition von 20 zu 20 Tagen (die Störungsrechnung wird meistens 
die nöthigen Grössen enthalten) die heliocentrische Länge des Planeten mit denen der 
Erde zu vergleichen, und ein einfaches Interpolationsverfahren mit Rücksicht auf höhere 
Differenzen wird das Gewünschte sofort erreichen lassen. 

Die Helligkeit wird sich leicht finden lassen , wenn man von der Phase absieht 
und annimmt , dass der Planet nur vermöge der Erleuchtung durch die Sonne sichtbar 
wird, also keine ihm eigen thümliche Lichtentwicklung hat. Sei J^ die Lichtstärke des 
Planeten zu einer gegebenen Zeit , in der die Entfernung von der Sonne r^ und die 
Entfernung von der Erde p^ war, so wird die Lichtstärke in einem Moment, wo die 
Entfernung von der Sonne r , von der Erde ^ ist, berechnet nach : 

Für die kleinen Planeten nimmt man als Einheit die Lichtstärke an , in welcher der 

12» 
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Planet erscheint, wenn er in der Entfernung a (halbe grosse Achse) von der Sonne und 
in der Entfernung [a — i) von der Erde sich befinden würde. Es ist dann : 

_ ö2(a--i)2 
^ — r2p2 

Um nun die Leuchtkraft des Planeten zu finden, drückt man dieselbe in derselben Scala 
aus, in welche man die Fixsterne einreiht (Grössenklassen) . Die Erfahrung lehrt, dass 
das Verhältniss [h] der Lichtstärken zweier unmittelbar folgenden Sternklassen ein 
konstantes ist und es zeigt sich hierbei, dass es der Wahrheit sehr nahe kommt, wenn 
man annimmt dass ist 

Ist nun M die Grösse des Planeten unter den Verhältnissen die J der Einheit gleich 
machen [r = ayq^=a — i) und tn die Grösse, die der Planet zeigt, wenn die Ent- 
fernung von der Sonne r und die von der Erde q ist, so wird sein : 



oder logarithmisch : 



logA 



Mit Rücksicht auf den numerischen Werth von h lässt sich aber auch schreiben : 

m = M — 2.5 logt/". 
Setzt man für log 7" den oben angegebenen Werth ein, so wird man leicht finden : 
m = Af + 5 (logr + log^) — 5 log («2 — ö) 

Ist für ein gegebenes Datum m durch die Beobachtung gegeben , so wird man leicht 
daraus die Grösse M (die mittlere Opposition sgrösse) berechnen nach : 

3/ == m + 5 log («2 — a) -- 5 (logr + logp) 

Bei den kleinen Planeten wird gewöhnlich bei der Oppositionsephemeride , ausser dem 
Moment der Opposition noch /und m angegeben für die Zeit der Opposition, und dess- 
halb habe ich die Bestimmungsart dieser Werfhe in diesem Anhange aufgenommen. 
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Zweiter Theil. 

Hahnbestimmung. 

In den vorausgehenden Abschnitten ist gezeigt worden , dass die Bahnen der 
Himmelskörper des Sonnensystems als Kegelschnittslinien betrachtet werden dürfen 
in deren Brennpunkt die Sonne steht. Um einen Kegelschnitt völlig zu charakterisiren 
genügen im Allgemeinen zwei Angaben, nämlich die grosse Halbachse (a) und die 
Excentrieität (e = sing)]. Ist die Bahn jedoch parabolisch, wobei a = oo und e = i 
wird, muss zur Dimensionsbestimmung eine andere Angabe gemacht werden, und man 
benutzt zu derselben die Entfernung des Kometen von der Sonne in seiner Sonnennähe, 
den Perihelabstand [q]. Um den Ort des Himmelskörpers in dieser Bahn zu kennen, 
muss man wissen , in welchem Punkte der Bahn der Himmelskörper zu einer gewissen 
Zeit (Epoche) stand. Für diese Angabe wird gewöhnlich bei nahe kreisförmigen Bahnen 
(Planetenbahnen) die mittlere Anomalie [M) zur Zeit der Epoche angesetzt; bei sehr 
excentiischen Bahnen jedoch wählt man hierfür den Zeitpunkt der Sonnennähe, die 
Perihelzeit ( T] . Um nun die Bahnlage im Baume zu fixiren muss zuerst die Bahn- 
ebene ihrer Lage nach unzweideutig festgestellt werden , diess geschieht durch die An- 
gabe des aufsteigenden Knotens (Q) und durch die Neigung (t). Ueber die Bedeutung 
und Zählweise dieser Elemente und des gleich zu erwähnenden sechsten Bestimmungs- 
Stückes ist schon früher (pag. 8) das Nöthige vorgebracht worden. Die Lage der Bahn 
in dieser Ebene wird bestimmt sein , wenn man den Abstand (im grössten Kreise ge- 
zählt) des Perihels vom aufsteigenden Knoten [w) in der Bichtung der Bewegung des 
Himmelskörpers gezählt, angibt. Die Summe der Bögen 

wird die Länge des Perihels genannt. Zu diesen sechs bislang angeführten Elementen 
wird als siebentes noch die Masse [m) treten ; da aber bei allen Himmelskörpern des 
Sonnensystems, bei denen erste Bahnbestimmungen nöthig werden , dieselbe der Null 
gleich gesetzt werden darf, so will ich auf dieses Element nicht weiter achten. Ist über 
die Bahn eines Himmelskörpers nichts Näheres bekannt , so sind sechs Elemente zu 
bestimmen. Jede Beobachtung gibt zwei unabhängige Bestimmungsstücke (Rectascen- 
sion, Deklination oder Länge, Breite), demnach sind drei vollständige Beobachtungen 
im Allgemeinen zur Bestimmung der Bahnelemente genügend. Es ist klar, dass man 
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zur Erreichung desselben Zweckes sechs unvollständige Beobachtungen benutzen könnte 
und in manchen Fällen wird sogar die Kombination unvollständiger Beobachtungen 
mit vollständigen sehr zweckdienlich sein. 

Bei der Lösung des Problems der Bahnbestimmungen wird zu unterscheiden sein, 
ob die zu bestimmende Bahn einem Kometen oder Planeten angehört. Bei Kometen- 
bahnbestimmungen würde es nicht zweckmässig sein , sechs Elemente als unbekannt 
vorauszusetzen, da sich die grösste Mehrzahl derselben in so nahe parabolischen Bahnen 
bewegt , dass es fiir die Genauigkeit des erhaltenen Resultates forderlicher ist , sofort 
^ = 1 zu setzen. Es werden demnach nur fiinf Elemente zu bestimmen sein, zwei voll- 
ständige Beobachtungen geben demnach zu wenig, drei aber zu viel Bestimmungsstücke. 
Man wird desshalb eine Beobachtung als unvollständig betrachten müssen und wie diess 
am zweckmässigsten geschieht wird später ausführlich behandelt werden. Die Lösung 
der Aufgabe, die völlig unbekannten Bahnelemente eines Himmelskörpers aus geocen- 
trischen Beobachtungen zu bestimmen , wird dem zu Folge auf zwei wesentlich ver- 
schiedene Arten ausgeführt werden , je nachdem man die l^ahn als Parabel voraussetzt 
oder ob man keine bestimmte Annahme über die Excentricität macht. In dem folgen- 
den werden beide Arten der Lösung behandelt. 



I. Abschnitt. Bestmunnng parabolischer Elemente. 

§• 1. Aufistellang der Bedingnngsglelchungen der Bahnebene. 

Es sollen zuerst die Bedingungen festgestellt werden, welche erfüllt sein müssen, 
wenn die drei Kometenorte in einer Ebene liegen sollen , die durch den Sonnenmittel- 
punkt geht. Es seien die Rechtwinkligen heliocen trischen Coordinaten der drei Orte des 
Kometen im Räume beziehungsweise [x, y, z,), [x,, y,, r,,,, [x,„ y,„ z,„], so ist die Lage 
einer Ebene bestimmt, die durch den Sonnenmittelpunkt (Anfangspunkt der Coordinaten) 
und durch die drei Kometenorte hindurchgeht bestimmt durch die folgenden drei 

Gleichungen : 

Ax, +By, -f-Cr, =o 

Ax„ + By„ -t- Cz„ =o 
Ax,„ + By,„ + Cz,„ = o 
Die Grössen A, B und C sind völlig bestimmt in einem gegebenen Falle und 
Funktionen des Knotens und der Neigung. Man kann diese Grössen ohne Schwierig- 
keit eliminiren. Multiplicirt man die erste Gleichung mit 2:,,, die zweite mit z, und 
subtrahirt die letztere von der ersten, und ebenso die erste mit z,„ und die dritte mit ar, 
und subtrahirt wie früher, so wird erhalten : 

A [x, z„ — ar„ z,) -|- B {y, z„ — y„ z,) = o 
A {x,z„, — x,„z,) + B (y,z,„ — y^, ^r,) =0 
um nun B zu eliminiren multiplicire man die erste der eben erhaltenen Gleichungen mit 
ly, z,„ — y,„ ^,) und die zweite mit {y„ z, — y,^„) und addirt, so erhält man sofort: 
A{x,z,,y,z,,,-x„z,y,z„,-x,z,,y,„z,+x„z,y„,z,-{-x,z,„y„z,-x,z,,,y,z,,''X„,z,^^^^ 
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Das erste Glied hebt sich mit dem sechsten auf und die übrigen enthalten als 
gemeinschaftlichen Faktor: Az,, welcher Faktor wegen der rechts vom Gleichheits- 
zeichen stehenden Null weggelassen werden darf, und man erhält als die Bedingung für 
die oben näher definirte Ebene die Gleichung : 

— ^^, Vf ^m — ^1 ^ff Vuf + ^ff ^f Vm + ^fff Vf ^n + ^t ^m Vn — ^,n ^, Vn = O 

welche Gleichung in drei verschiedenen Formen geschrieben werden kann, je nachdem 

man (a:, , — x„ , + x„,) oder ( — y, , + y„ , — y,,,) oder [z, , — z„ , + z„, ) als partielle 
gemeinschaftliche Faktoren heraushebt. Es wird so : , 

^f iVff ^m — Vw ^,f) — ^n [y, ^m — Vm ^r) + ^m iVf ^n — Vff ^^} = O \ 

Vf [^f, ^m ~ ^fff ^ff] — Vn [^, ^fn — ^fn ^.) + y,n (^, Z„ — ^,, 2,) = O | (l) 

^f [^ff Vfif ~ ^m Vf^ — ^ff [^f Vnf — x„, y,) + z,,, [x, y„ — x„ y,) = o ) 

Die innerhalb der Klammem stehenden Coefficienten haben eine ganz bestimmte 
geometrische Bedeutung. I^etrachtet man die erste der Gleichungen, so wird man leicht 
finden, dass die Coefficienten der Keihe nach die Coordinaten der Projektionen des 
zweiten und dritten, ersten und dritten, ersten und zweiten Ortes auf die yz-Ebene ent- 
halten , die zweite Gleichung die analogen Projektionen auf die :r2-Ebene und endlich 
die dritte dieselben Grössen in der ^-Ebene. Ich nehme zur 
weiteren Betrachtung den speciellen Fall [x, y„, — x,„ y;, vor. 
P, und P„f (Fig. III) seien die Projektionen des ersten und dritten 
Kometenortes auf die 2:y- Ebene , x, y, und x,„ y,„ sind die zu- 
gehörigen Koordinaten. Das Dreieck zwischen P,OP„, kann 
zerlegt werden in drei kleinere Dreiecke und zwar ist: 
J (P,OP„,) ^J[P,FP.„i + ^ {P,FO) + J ,P,„FO] 
Es ist aber 

J [P,FP„,] = i {y„, -± y,) [x, - x,„) 
J(P,FO) ==^y,[x,-^x„,) 
JiP,„FO] =^x,, {y„,-y,) 
addirt man nun die aufgelösten Werthe so findet sich 

J \P,OP„,) = \ [x, y„, — x,„ y,) 

Es stellt demnach der eben betrachtete Faktor die doppelte Fläche von P,OP„f 
dar. Nennt man die Neigung der Kometenbahnebene gegen die ^y- Ebene i^^^, gegen 
die oirz-Ebene i^^ und gegen die y2J- Ebene iy^ und bezeichnet die zwischen den Radieu- 
vektoren gelegenen doppelten Dreiecksflächen symbolisch mit [r, r,,], [r, r„] und [r„r,,,], 
indem man die begrenzenden Eadien in eckige Klammem setzt, so ist oöenbar: 

z/ (P, 0P,„) = I [r, r,„] cos i^y 

Dehnt man die eben erhaltenen Relationen auf alle Coefficienten aus, so erschliesst man 
leicht^ dass ist : 

{y^f^m-ym^n) = K^n,] costy^; {x„z,„-x„,z„) = [r,,r,„] cost^g', [x„y,„^x,„y,,) = [r„r„,] cosi^y 
{y, ^m - ym ^, ) = [^f '^ffi] cos iyj ; {X, z,„ ~ x,„ z, ) = [r, r„,] cos t^^ ; {x, y,„ - x„, y,) = [r, r,,,] cos i^ 
\y,^,f -y^ ^,) = [r,r„]co8ty2; (x, z„ ~x„ z, ) = [r,r„ ] cos i^^; [x, y„ -x„y,] = [r, r„]coBi^y 




Fig. ni. 
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Substituirt man diese Werthe in (i) so wird sofort erhalten : 

[rff r„,] X, — [r, r,„] x„ + [r, r„] x„, = o \ 

K r„,] y, — [r, r,„] y„ + [r, r,/] y,„ = o | (2) 

welchen Bedingungen die drei Kometenorte entsprechen müssen, damit dieselben in 
einer Ebene liegen , die durch den Sonnenmittelpuiikt gelegt ist. Die heliocentrischen 
Coordinaten des Kometen sind unbekannt , dieselben können aber auf andere Formen 
hingeführt werden, die ich im nächsten Paragraphe vornehmen werde ; ich bemerke hier 
nur noch , dass in den Gleichungen (2) leicht die Verhältnisse der Dreiecksflächen ein- 
geführt werden können. Setzt man nämlich : 

[f. r.„] [r, r,„] 

so kann anstatt {2) geschrieben worden : 

nx, + n"x„, = x„ \ 

ny, + ny„, = y„ | {3) 

welche drei Gleichungen als Ausgangspunkt für die folgenden Untersuchungen dienen, 
und welche in eine zur Auflösung geeignete Form übergeführt werden sollen. 

§. 2. Transformation der heliocentrischen Coordinaten des Kometen 
und Anfstellung einer Relation zwischen den geocentrischen Entfernungen. 

Nennt man ^, rj und C die geocentrischen (Koordinaten des Kometen, X, y und 
Z (He geocentrischen Coordinaten der Sonne und unterscheidet dieselben , wie früher, 
für die drei verschiedenen Orte durch unten angehängte Accente, so ist allgemein : 

x = ^'^ X \ 

y^n- ^ (4) 

2: = t - Z ) 
Die Coordinaten, die den Beobachtungen oder den Ephemeriden entnommen 
sind , sind in der Regel polare Coordinaten und es wird zweckmässig sein , dieselben . 
sofort in das Problem einzuführen. Vor Allem aber stellt sich die Frage, welches Co- 
ordiuatensystem die meisten Vortheile bietet. Ohne Zweifel ist diess das System der 
Längen und Breiten, da die Breite der Sonne vernachlässigt oder streng eliminirt wer- 
den kann (vergl. pag. 36, 38). Es ist klar, dass die Wahl des Coordinatensystems die 
Allgemeinheit einer Methode nicht beeinflussen kann ; ich nehme daher an , dass die 
Sonnenbreiten der Null gleich sind , was wie schon bemerkt wurde , völlig streng ge- 
schehen kann. Nennt man q die Entfernung des Kometen von der Erde, X und ß die 
geocentrische Länge und Ikeite , It die Entfernung der Sonne von der Erde , L die 
geocentrische Sonnenlänge, so ist: 

^ =z= ^ cosA cos/? X = ÄcosZ/ \ 

1^ = ^ sin A C08/9 y = Ä sin 2/ \ (5) 

t = ^ sin ß Z = o ) 
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Für die drei verschiedenen in Betracht kommenden Orte werden diese Grössen^ wie 
früher, darch Accente unterschieden. Substituirt man nun in den Gleichungen (3) die 
Werdie aus (4) und ersetzt die rechtwinkligen Coordinaten durch die polaren nach (5) 
und zählt die Langen von einem vorläufig willkührlich gewählten Punkte, dessen Länge 
n ist, so wird : 

n[q,co8{X,-n)co8ß,-It,co8 [L, - 11)) +n'*{q,„ cos (i„,-Jl) cos/?,,,-i2,,,cos(2y,,,-JI]} 

= Q„ COS {X„ — JI) cos/?,, — JR,, cos (L„ — JT) 
n{q,An (A,-iT) cos/?, -Ä, sin {L,-n) ) +«"{ß„,8in (A,,,- JI) co8/?,„-i2,„sin (X,„-iI)} } (6) 

= ^„ sin (X„ — JT) cos ß„ — J8„ sin {L„ — JT) 
nQ, sin/?, + n%„ sin/?,,, = q„ sin/?,, 

wodurch die verlangte Transformation hergestellt ist. Diese Gleichungen enthalten 
fünf Unbekannte, nämlich q, q„ q,„ und n, n"; es werden später die Hilfsmittel angegeben 
werden, durch die man mindestens zu einer genäherten Kenntniss der Werthe n und n" 
gelangt; ich setze desshalb voraus, dass diese beiden Unbekannten durch andere 
Gleichungen bestimmt sind. Es liegen demnach drei Gleichungen mit drei Unbekann- 
ten vor und es Hesse demnach die Bestimmung von q, q,, und ^„, aus diesen keine 
Schwierigkeit übrig, wenn nicht wie oben (pag. 94) erwähnt wurde für die Bestimmung 
parabolischer Elemente drei Beobachtungen zu viel Bestimmungsstücke liefern würden; 
es tritt dadurch abermals eine Unbestimmtheit auf, so dass es nur möglich ist, eine 
Unbekannte zu eliminiren und eine Relation zwischen den übrigen zwei Grössen her- 
zustellen. Um demnach nur fünf Bestimmungsstücke anwenden zu können, wird man 
die eine Beobachtung als unvollständig ansehen; für die Sicherheit der Elemente ist ^s 
wol am zweckdienlichsten, wenn man die mittlere Beobachtung hierzu auswählt, doch 
wird es keinen Nachtheil für die Methode haben, wenn eine der äusseren Beobachtungen 
unvollständig ist; man wird nur bei der Durchführung der Rechnung die Daten der 
unvollständigen Beobachtung mit dem Accente : „ versehen und mit konsequenter Be- 
rücksichtigung der Vorzeichen (es werden negative Zwischenzeiten auftreten) die Rech- 
nung durchfuhren. Unter diesem Vorbehalt werde ich die mittlere Beobachtung als 
imvoUständig bezeichnen. Die Beobachtung gibt die Richtungslinie , in welcher der« 
Komet zur Beobachtungszeit steht; die Linie im Räume ist durch zwei unabhängige 
Bedingungen festgestellt, eine Ebene aber nur durch eine Gleichung; ich werde daher 
die mittlere Beobachtung dadurch zu einer unvollständigen machen , dass ich voraus- 
setze, dass der Komet zur Beobachtungszeit bloss in einer bestimmten Ebene steht, die 
durch die Beobachtungsrichtung hindurchgelegt ist. Diese Bedingung kann man auch 
so fassen, dass der Komet zur Zeit der mittleren Beobachtung in einem bestimmten 
grössten Kreise steht, der durch diese hindurchgelegt ist, da sich die Richtungslinie 
als Punkt, die gewählte Ebene als grösster Kreis auf der Himmelskugel projicirt. Der 
aufsteigende Knoten dieses grössten Kreises in der EkUptik sei JT und die Neigung /. 
Die Bedingung , dass der grösste Kreis durch die mittlere Beobachtung hindurchgeht, 
ist enthalten in : 

"^^ 8in(i;,-/r) 

OppoUer, BahnbeBtimmniigen. 13 
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In dieser Relation ist eine Bedingung völlig willkührlich , und 11 kann beliebig 
gewählt werden, wenn nur /dann dieser Relation entsprechend bestimmt wird. Die 
Wahl eines bestimmten grössten Kreises behalte ich dem §. 7 vor , und hebe nur hier 
hetvor, dass diese Wahl charakteristisch ist für die verschiedenen Methoden. 

Um nun diese Relation in den Gleichungen (6) einzufuhren , setze ich den Ab- 
* stand des mittleren Kometenortes von dem aufsteigenden Knoten des grössten Kreises 
(JI) gleich u; es ist nach dem Obigen u völlig unbestimmt, so lange nicht andere Be- 
dingungen (Parabel) in das Problem eingeführt werden. Für diesen Winkel u finden 
sich leicht die folgenden Relationen : 

cos (Iff — JI) cos ß ff = cosu \ 

sin {X„ — JI) cosßff = shiu cos«/ \ (7) 
sin/9,, = sin« sin/ ) 

die in den Gleichungen (6) eingesetzt werden müssen und demnach u als neue, vierte 
Unbekannte einführen. Ich werde nun u und q„ aus (6) eliminiren, wodurch eine Re- 
laticm zwischen q, und q,„ ermittelt wird. Im folgenden Paragraph wird nämlich gezeigt 
werden, dass sich mit Hilfe der Gesetze der parabolischen 15ewegung ebenfalls eine 
weitere Relation zwischen q, und q,,, aufstellen lässt, die in Verbindung mit der ersteren 
sofort die Eruirung der Werthe g, und ß,„ gestattet. 

Die verlangte Elimination wird sich nicht schwierig durchführen lassen. I^e- 
zeichnet man der Reihe nach die Werthe der Ausdrücke links vom Gleichheitszeichen 
in (6) mit /, // und ///, so wird durch (7) sofort erhalten : 

/= Q^^ cosu — lt„ cos [Lff — JI) 
II = q„ sinu cos/ — i?„ sin [L„ — Tl) 
III z= Q„ sinu sin/ 

Man kann aus der zweiten und dritten dieser Gleichungen allein q„ sinu eliminiren. 
Multiplicirt man die zweite Gleichung mit sin/, die dritte mit — cos/ und addirt, 
so wird : 

II sin J — III cos J= — It„ sin (L„ — il) sin/ 

•Setzt man für // und III die Werthe ein, so findet sich : 

Q, n {sin [l, — ITj cos ß, sin /— sin/?, cos /} + q,„ n* {sin (A,„ — IT) cos /?,„ sin /-— sin /?,„ cos /} = 
z==nli, sin {L, — IT) sin/ — i?„ sin {L„ — JI) sin /+ n" ü,,, sin (X„, — JI) sin / 

Setzt man zur* Abkürzung : 

0, = R, sin [L, — JI) 

0„ = E„ sin (L„ — FL] 

(Dm = Kf sin {L„, — 11} 

(f^, = sin/9, cos/ — sin (l, — 11} cos/9, sin/ 

^^^^ = sin (A„, — JI) cos/9,,, sin/ — 8in/9„, cos/ 

so kann man die obige Gleichung schreiben : 

- Qf^(ff + Qm n (f ,„ = sin/{/^0, — ©„ + //' 0,,,} 
wobei die symbolische Bezeichnung auf die Entstehung der Werthe hinweist. 
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Löst man diese Gleichungen nach q,„ auf, so wird : 

welches die Fundamentalgleichung für die folgende Untersuchung ist ; man kann be- 
merken, dass die erlangte Form geschrieben werden kann : 

Qnr = m + Mq, (9) 

und eine sehr einfache Relation zwischen q, und q,„ abgibt. Schliesslich füge ich noch 
die Bemerkung an, dass sich die geometrische Bedeutung der Grössen (^, und (f^,„ 
sehr leicht nachweisen lässt , es sind die Sinus der Perpendikel vom ersten und dritten 
Kometenort auf den durch die mittlere Beobachtung hindurchgelegten grössten Kreis. 



§• 3. Ableitang einer Relation zwischen q. und q,„ ans den Gesetzen fttr die 

parabolische Bewegung. 

Eine so einfache Relation zwischen q, und q,„ , wie diess im vorigen Paragraph 
geschehen ist, lässt sich allerdings nicht durch die Kepler 'sehen Gesetze herstellen; 
man wird zu einer Gleichung sehr hohen Grades geführt , die aber durch zweckmässige 
Umformungen verhältnissmässig leicht durch Versuche gelöst werden kann in Verbin- 
dung mit der Gleichimg (9) . r, und r,„ , die Distanzen des Kometen von der Sonne, 
lassen sich unschwer als Funktionen von q, und q,„ darstellen, und es wird desshalb nur 
nöthig sein , eine Relation zwischen r, und r,„ aufzustellen , wozu auch die Sehne («) 
zwischen dem ersten und dritten Kometenorte hinzukommt, die ebenfalls eine Funktion 
von Q, und q,„ ist. Nach pag. 50 hat man, wenn mit FJ die Fläche der Parabel zwischen 
dem Perihelabstande und dem Radiusvector bezeichnet wird, für den ersten Ort : 

2 Fl, = HVT'q = 2 q^ (tgi r. + i tg^ t?,) 
und ebenso fiir den dritten Ort 

2 M.., = H., yVq = 2 y2 (tgi v„, + 4 tg H f?,J 
durch Subtraktion dieser Gleichungen wird erhalten : 

2 Sector = k [t..-t) \rrq = 2 q^ {tg^ v,,, — tgi c, + i (tgH«'- ~ ^^\^,) } 
In dieser Gleichung ist nun q zu eliminiren und x>, und t?„, als Funktionen von r, und r,„ 
und der Sehne («) zwischen dem ersten und dritten Kometenorte auszudrücken. Vorerst 
kann man obige Gleichung folgendermassen transformiren : 

*(C-0 /2y = 2y^(<^|t).,,-tgir,) (i+itgHt?.,+ itgir,„tgiiJ, + itgHn) 

= 2 q^ {tgi v„, - tgi t?.} {i + i (t^i v,„ - tgi f?,)2 + tgi »„. \%\ t.,} 
bedenkt man, dass ist : 

r = y sec^^t? 
und setzt man : 

1 K, - »,) =/ 

SO wird geschrieben werden können 

, X « ^ « cosir,,, cosAr, -4- ain4 r, sini«',, cos/'l^r, r„ 

-na "^2 ' cüs i t?, cos 4 17,„ q 

13* 
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ferner : 



wodurch m^n erhält: 

* (^,., — ^,) /2 y == 2 r, r,„ sin/ cos/ + f ^ 

oder auch : 



(r>n„)*gUvf3 



Wie man sieht sind die wahren AnomaKen nun ibrtgesehaffk und an ihrer Stelle 
findet sieh nur die Differenz der Anomalien, rine Grösse, die leicht durch b ausg^r&ekt 
werden kann. Vorerst wird es aber nothwendig sein, zu zeigen, dass die Unbekannte q 
fortgeschafft werden kann. Es ist : 

sin/2 = sin ^ t)„} cos \f>} — 2 sin ^ t?, cos ^ f?^ sin ^ f?,., cos \ v,„ + sin ^ f?,^ cos^ «?,.,' 

= — + -^ 2 cos^ f?, cos^ r,„ (cos^ c, cos^ v„, + sin^^t?, sin^ t?„.) 

_ ^ _i_ fi' 



x^JL_2co8/: 



daraus leitet sich sofort ab : ' 

8in/2 = -^ (r, + r^. - 2 cos//;^,,) (2) 

Dieser Werth in (i) für sin/ substituirt macht sofort g verachwinden ^ es wird ab^ 
zweckmässiger sein , diese Substitution nicht sogleich auszuführen. Man kann für / 
die Sehne {s) einführen. Man hat: 

s% « r,^ 4- r„,^ — 2r, r,„ cos 2/ 
»«= (n + r,,)"^ — 4r, n„ cos/» 
demnach ist 



co8/= ± / "-';'+'•'"'' = ^^ (3) 

wobei der Kürze halber gesetzt wurde : 

(n + r,. —*)* = » 1 
Das doppelte Zelob^i wird erledigt, wenn man bedenkt, dass das poaitire Zeichen gilt, 
wenn die heliocentrische Bewegung dea Kometen kleiner als 180^ ist (/<[ 90^)9 dass 
hingegen das negative Zeichen anzunehmen sein wird, wenn/^ 90^ ist. 
Die Gleichung (2) ergibt: 

ein Zweifel über das Zeichen , welches hier stets positiv gewählt werden muss , kann 
nicht obwalten, da sin/ stets positiv sein muss, indem /niemals grösser als 180° werden 
kann. Führt man nun den für cos/ (3) gefundenen Werth ein, und bedenkt, dass ge- 
setzt werden kann nach (4) : 
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8Q wifd 



oder ebenffdl6 



y^ ^H (»«+«*) :p>«.)* 



Geht tnan nun wieder auf die Gleichung (i) zurück, so wifd mit BCK^aicbt auf 
die bisherigeü Entwicklungen : 

*(^m — ^/) =co8/(mi{:») yr,r,,,+ \ (m q:n)^= ± ^mn {m ip n) +\{mzfn)^ 
daraus fdgi: 

6k(l,„ - 1,) = in3 :p»3= (r, + r,,, + t)* ^ {r,+r,„^f)^ (5) 

Es gilt das obere Zeichen» wenn die helioeentrische Bewegung kleiner, das 
untere Zeichen, wenn dieselbe grösser ak iSo^ ist. Bei ersten Bi^bestimmungea» bat 
demnach das obere Zeichen allein eine praktische Bedeutung. 

Die Gleichung (5) ist unter dem Namen des Lamberfschen Theorem'a be- 
kannt, ist aber zuerst von Euler aufstellt worden; Lambert hat diese Form er- 
weitert auf Ellipsen und Hyperbeln, indem er den eben aufgestellten Ausdrücken noch 
weitere Glieder hinamf^^te, die mit den aegatiTen Potenzen von a (der halben grossen 
Achse] multiplicirt erscheinen, also für die Parabel verschwinden. Die Gleichung (5) 
enthält die Grössen r, r,„ und «, die nun als Funktionen von q, und q„, darzustellen 



•y,)»+(^,„-*,)* 



(6). 

in welchen Ausdrücken wieder die polaren Coordinaten eingeführt werden müssen. 
Man sieht daraus sofbrt, dass die drm in der Eni er* sehen Glcfiehung yorkommenden 
Grössen als Funktionen von q, und q,„ dargestellt werden können. Ohne zunächst auf 
die Hilfsmittel einzugehen, welche sich darbieten, um diese Rechnung möglichst ein- 
fach ausfuhren zu können; genügt die Bemerkung, dass die eben aufgestellten Glei- 
chungen in Verbindung mit der im vorigen Paragraph ermittelten Relation 

die beiden Unbekannten q, und („^ bestimmen , abo das Problem vorläufig als gelöst 
erscheint, wofern die Ghrössen m und M bekannt sind. 

§• 4. Transformation der Enler'scheB Gleicknng« 

Die Euler 'sehe Gleidiung in der soeben au^esteUten Form ist besonders in 
der Anwendui^ bei ersten Bahnbestimmungea, » wo 8 nothwendig klein ist, wenig 
bequem und sicher, da 6A; {t,„ — t,) aus der Differenz zweier nahe gleich grosser Wertke 



sind. 


Es wird 


sofc 


•rt 




oder 










r,' 


'={!,- 


x,y 


'+('?,- 


-r,)'+&» 


»•»„, 


= (£«- 


-x„,)^+{v 


-„-YJ» + ?,. 
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bestimmt werden muss. Encke (Berliner astron. Jahrbuch 1833) hat eine sehr zweck- 
mässige Umstellung dieser FoFmel vorgeschlagen. Setzt man nämlich 



smy 



. r. H- r., 

so kann die Euler 'sehe Gleichung geschrieben werden^ wenn mit t die Zwischenzeit: 
(tfff — tf) bezeichnet wird 

3 = (i + 8iny)*=i= (i — siny)* 

sin y wird der Natur des Problems nach stets positiv sein und man wird desshalb stets 

y<9o" annehmen können. Es ist aber 

(cos^y ±: 8in|^y)2 = lirsiny 

Da die Bedingung y<90° besteht, so ist im Ausdrucke 

cos ^ y dr sin J y = d: )/ i ±: sin y 

nur das obere positive Zeichen der Wurzel zu berücksichtigen, und man hat 

6 hi 
3 = (cosiy + siniy)3=p (cos^y — sin^y)» (i) 

(n + rj* 
Aus dieser Gleichung kann, sobald für r, und r,„ bestimmte Werthe angenom- 
men sind, y ermittelt werden, und man hat dann 

«= [r, + r„,) siny 
so dass die Sehne für eine bestimmte Annahme über Vf-i^r,,, nach der Eul er' sehen 
Gleichung bestimmt ist. Die Aufsuchung des Winkels y gestattet aber noch wesent- 
liche die Rechnung erleichternde Transformationen. Ich nehme zuerst in dem Aus- 
drucke (i) das obere Zeichen vor; man erhalt dann 

= 6 sin 1^ y — 4 «in ^y^ 

{r, + njt 

oder 

6kt 8in|y / 8in|y \3 

Da y niemals grösser als 90" angenommen wird, so ist im äussersten Falle : 

8in|y=^.j 
also ist es stets erlaubt zu setzen 

-j j- = sin e (3) 

da aber bekanntlich ist 

sin 3 a = 3 sin a — 4 sin a^ 

so folgt unmittelbar : 

sin i y = sin ^6^2 (4) 

Die Gleichungen lassen nur eine Auflösung zu , da ö kleiner als 90° angenom- 
men werden muss ; denn es ist 



sin l^y ^ — - also : .sin | ß ^^ 



Ich betrachte nun in der Gleichung (i) den zweitetl Fall, wo das Zeichen positiv 
ist. — Man erhält 
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Skt cos l y /cos J y 

Man wird zu setzen haben 






COS \y = sin \ 6 yz 

Der Werth von cos \ y ist innerhalb der Grenzen i und eingeschlossen , also 

cos |y^ K? 

daraus wird • 

Aus dem Grenzwerth cos | y = i ergibt sich aber 

d. h. (9 ist innerhalb der Grenzen 90^ und 135^ eingeschlossen. 

Vergleicht man die eben gewonnenen Resultate mit denjenigen^ welche der erste 
Fall (negatives Zeichen] darbot, so sieht man auf den ersten l^lick, dass, sobald 

8ind<-!^ 

^ 2 

ist, nur eine Lösung möglich ist, die dem ersten Falle entspricht, ist aber 

sin 6>^- 

so geben beide Fälle eine entsprechende , aber verschiedene Lösung , je nachdem man 
für den Werth im ersten oder zweiten Quadranten annimmt. 

Ich nehme nun wieder den ersten für das vorliegende Problem wichtigeren Fall 
vor. Die Gleichung (2) lässt sich zunächst umsetzen in : 



s= (r,+ r,„) . 2 sin^y J/i— sin^^y 
oder auch nach (4) 

8 = {r, + r,,,) . 2* sinjö/cosfö 
Nimmt man nun für die Summe der Radien vektoren aus (3) den entsprechenden 
Werth, so findet sich zunächst 

K + ^m) = -8—-= — cosec ß 

und man erhält schliesslich 

Kei ersten Kahnbestimmungen wird 6 eine kleine Grösse sein , also fi nahe der 
Einheit gleich werden und es wird sich desshalb log ^ in eine Tafel bringen lassen, 
welcher Logarithmus sich in dem vorliegenden Falle in Rücksicht auf den Winkel 6 
nur sehr langsam ändert. Encke hat nun eine Tafel berechnet, die ich als Tafel VIII 
im Anhange aufgenommen habe, welche mit dem Argument 

2 kt 

rj:= , log 2* = 8.536 61 14 

{r. + r,,,)^ 
sofort denf Werth von log fi angibt. Die Tafel erstreckt sich für das Argument 7] bis 
0.540 und es wird selten der Fall eintreten, dass bei ersten Bahnbestimmungen die 
Grenzen dieser Tafel überschritten werden; geschieht diess, so wird man ohne Nach- 
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theil die Euler'sche Gleichung in ihrer unveränderten Form anwenden können. — 
Die Berechnung der Sehne nach Encke's Umformung stellt sich wie folgt: Ist ein 
Werth für {r, -j- r,,,) angenommen , so berechnet man zunächst das Argupient tj , mit 
diesem ninmit man aus Tafel VIII den log /i und bestimmt dann die Sehne nach (5). 

D^ Weg, den man nun Bur Lösung der Au%abe einschlagen kanp, wird sich 
aus dem bisherigen in folgender Weise ergeben. Man macht eine bestimmte Annahme 
über q, und rechnet daraus nach : 

die Distanz des Kometen zur Zeit der dritten Beobachtung {g,ff). Aus q, und ^,^ wird 
sich r,, r„, und s finden lassen^ wie diess am Schlüsse des §. 3 (6) in den allgemeinsten 
Umrissen gezeigt wurde. Aus den so ermittelten Werthen für r, und r„, berechnet man 
nach der eben gezeigten Methode den Weräi von 8, welcher mit dem früher aus den 
Distanzen direkt gefundenen Werth für dieselbe Ghrösse stimmen moss , sobald über q, 
die richtige Annahme gemacht ist. Treten jedoch, wie diess im Allgemeinen stets statt- 
finden wird, Differenzen zwischen diesen beiden Werthen auf, so wird n^an q, so lange 
variiren, bis die Uebereinstimmung hergestellt ist. Diese allgemeine Uebersicht der 
Methode der Lösung mag vorläufig genügen , um sich ein richtiges Bild von derselben 
zu machen. 

Ich werde nun noch eine interessante Eigenschaft des Winkels / vornehmen. 
Die Formel (i) des §. 3 kann verwandelt werden in 

Sect _. - • 1 »in/» Yr, r,„ 
A "*"» qcoBf 

da gesetzt werden darf 

1 [*•/ ^^m] = A = 1 n r,„ sin 2/ = r, r„, sin/ cos^ . 

Mit Rücksicht auf die in demselben Paragraphen ausgeführten Transformationen 
und unter der Annahme^ dass ist: 

2/< 180^ 
wird sich finden : 



gjn/» Yr, r,„ ^ {m - n)« co8/= ^^ 



Es ist dem zu Folge : 



Sect I f (»» — w)* 



Da aber gefunden wurde 

«=(n + n„)8iny 

so wird mit Rücksicht darauf, dass y <C 90^ ist, auch geschrieben werden können : 
^ = V^f + ^fff • y I +8iny = Yr, + r,„ {cos^y + sin^y} 
w= V^f + ^m • Kl— siny= ]/r, + r,„ {cos^y — sin^y) 

woraus folgt: 

(m — n)» = 4 [r, + r,„) sin ^y» 

m»= {r, + r,„) cosy. 
Man erhält durch Einsetzung dieser Werthe sogleich: 

Sect I 1 sin \ y * i + a sec y 



A ■ • oosy 3 
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Dieser höchst elegante Ausdruck zur Berechnung des Verhältnisses des Sektors 
zum Dreieck wird angewendet werden können , sobald r, , r„, und die Zwischenzeit be- 
kannt sind, denn man kann, wie oben gezeigt wurde, mit dem Argumente yj , welches 
von den drei eben genannten Grössen abhängig ist, ohne Schwierigkeit y berechnen. 

§•6. Darstellung von r,, r„, und s als Funktionen you q, und q„,. 

Wenn es sich darum handelt, r,, r,,, und s als Funktionen von q, und q,„ darzu- 
stellen, so ist es ganz wesentlich zu entscheiden, welche Methode der Bahnbestimmung 
man wählt. Wählt man, wie diess wol meistens geschieht, 01b er s' Methode ,der 
Bahnbestimmung, so lässt sich, wie später gezeigt wird, die in §. 2 (pag. 99) auf- 
gestellte Relation auf die Form bringen : 

q„, = Mq, 
wobei 3/ für den gegebenen Fall konstant ist. Ist Olbers' Methode nicht anwendbar 
oder will man, um in einem speciellen Falle genauer zu rechnen, die zweite unten vor- 
geschlagene Methode befolgen, so wird die Relation 

vorerst durch das Vorhandensein einer neuen Grösse (m) komphcirt, und ausserdem 
werden, wie sich diess später herausstellt, m und M selbst Funktionen von r, und r,„y 
sind also innerhalb der Versuche selbst variabel. Die Anordnung und Ableitung der 
Formeln wird demnach in Berücksichtigung dieser Umstände in zweifacher Weise vor- 
genommen werden müssen. 

Ich nehme vorerst den praktisch wichtigeren Fall vor , wo M als konstant und 
m der Null gleich betrachtet werden darf. Führt man in den Gleichungen (6) des §. 3 
(pag. 101) zunächst die polaren Coordinaten ein, so wird man sofort erhalten 
r,2 — - ^^2 «I« Ji2 — 2q,Rf cos ( A, — L,) cos/?, 
^Kt == q\f + R\f — 2 q,„ R„f cos [l,„ — L,„) cos ß„, 
Der Ausdruck für s^ lässt sich auf ähnliche Formen nach Einsetzung einiger 
Hilfsgrössen hinführen. Setzt man 

Sm — ^/ = ?/Ä cos^cosH I 

7],,, — i], = q,h cosl^sin II \ (i) 

t,„ — ^, = q,h sin^ 

femer 

X,„ — X,=ff cosG 1 

y,,- Y, = ffsmG j ^^^ 

so wird sofort 

«2 = ^ 2 Ä2 -|_ ^2 — 2hq,g cos t cos [G — H) 

Die Berechnung und Auffindung dieser Grössen hat keine Schwierigkeit. Bedenkt 

man, dass gesetzt wurde in dem vorliegenden Falle : 

q„, = Mq, 

so wird durch Einführung der Polarkoordinaten in (i) erhalten, wenn man alle Längen 

von einem Punkte aus zählt, dessen Länge X,,, ist : 

Oppolzer, Bahnbestimmungen. 14 
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(4) 



Mcosßf,, — cos {X,„ — l,) cos/?, = A cos ^ cos (JET — X„, 

sin (A,„ — k,) cos/S, = A cos ^ sin (JJ— X„,) \ (3 ) 
Jtf sin ß„, — sin/?, = A sin ^ 
Die Formeln zur Berechnung der Hilfsgrössen in (2) werden am einfachsten er- 
halten^ wenn man die Längen alle von L, aus zählt. Es wird dann 
JRff, cos (L„, —• L,} — Il, = ff cos [G — L,) 
R,„ sin [L„, — L,) = g sin [G — L,] 

Setzt man nun der Reihe nach in den Formeln für r,^, r,,,^ xmd 8^ 
cos [X, — L!) cos ßf = cos xpf 
cos {X„, — jL,„) cos ß„f = cos i/^w > ( 5 ) 
cos [G — H) cos^ =cos5P 

so wird geschrieben werden können 

r,2 = [q, — jß, cos V',)^ + Ä,2 sin 1/^2 
r2 „ = [Ma, — ii,„ cos V/,„) 2 + i2,„2 sin t/;2 ^ 

^2= (^^Ä — ^C08g))2 -f- ^28iny2 

Setzt man nun weiter 

R„, cos xp„t 



und für jeden Versuch 



R, cos 1/;, =/ 

R, sin 1//, = B, 
9 cos y _-, 

h ~^ 

Qft —fm 



A 



M 

R,„ sin yp„, 

M 

h 



= tg/9, 

= tg^ 






(6) 



so ist 



r, = [R, sin 1//,) sec 6, 
, r,„= (J2,,,8ini//„,) secö,,, \ (g) 

8 => [ff sin 9)) sec ^ 
Die Unbekannte q, erscheint erst in den Formeln (7) und (8) , es können dem- 
nach die Ausdrücke (3) — (6) für ein gegebenes M ein für allemal berechnet werden 
und sind von jeder Hypothese über q, frei. 

Ist die zweite Form für die Relation zwischen q, und q,„ gewählt^ nämlich 

so werden, wie diess später gezeigt werden wird, m und M selbst Funktionen von q, 
und Q„f, wofern man im Resultate eine genügende Genauigkeit erhalten will; dann 
sind die Formeln nicht mehr so einfach, lassen sich aber trotzdem noch in recht be- 
queme Ausdrücke verwandeln. Für r, und r,„ ergibt sich, wenn man setzt 

cos {X, — L,) cos ß, = cos tp, R, cos xf), = /, R, sin tp, == B, 

cos [X,„ — i,„) cos ß„, = cos \p,„ R„f cos \p,„ =/^ R,„ sin i 



sin yj, =z B, 1 

snnl.f„r = B,„ j 



(9) 
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r, = B, sec 0, 
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r„f = 5„, sec d,„ J 



Die Berechnung von 8^ muss aber in anderer Weise geschehen. Führt man in 
der Formel (6j des §. 3 (pag. 101)^ nachdem man die Quadrirung ausgeführt hat, die 
Polarkoordinaten ein," so wird erhalten 

8^=q,'^ + q\,+ R,'^+R%,-'2(i,coBß,{R,Qm[X,- L^) — R,„cob[X,—L„;)} 

— 2 q„, cos ß„, {R„f cos [X„, — L„f) — Ä, cos (A,^ — L^ ) 

— 2Q, Q„, ( cos ß, cos ß„f cos {K„ — X,) + siu ßf sin /?,„} 

— 2 R,R„, cos {L„r—L,) 

um diese Formeln für die Rechnimg bequemer zu gestalten , ergibt sich leicht die fol- 
gende Transformation: 
s^={Q„,^Q,]2-\-[(R,,,^R,)2^^E,R„,smmL,„-'L,)] 

+ 2Q, COS ß, [R,„ COS {X, — i,„) — R, cos (A, — X,) ] 
+ 2 p,,, cos /?w [-Ä/ cos {X„, — L,) — R,„ cos (A,,, — i,„) ] 
+ 49/ ?rr. [sin ^i ißn' — ß^ + cos ß, cos /9, sin 2 \ [X„, — A,„) ] 
Um diese Formeln kürzer schreiben zu können, setze ich die konstanten Koeffi- 
cienten gewissen Buchstaben gleich, deren Bedeutung sofort ersichtlich wird, wenn 
man die folgende Form mit (11) vergleicht: 

8^ = A + Bq,+ Cq,,, + Dq,(i,„ + [dm — q)^ 
Diese Formel gestaltet sich für die praktische Anwendung etwas bequemer, 
wenn man noch setzt : 



(II) 



B+ C 



= E 



Es wird dann 

8^ = A + D[E + (i,,] q,+ [q„, — Q){C+[q„,^q,)) (12) 
eine in der Anwendung sehr bequeme Form, da man die Zahlenwerthe von q, und q^,, 
ohnediess kennen muss , also die Bildung von [E + q„) und [q, — q„,) fast gar keine 
Mühe verursacht. 

Wenn man die bisher erlangten Formeln überblickt, so ist es klar, dass die 
Darstellung von r, , r,„ und s als Funktion von q, und ^^ erreicht ist und zwar in einer 
sehr bequemen und kurzen Weise; man könnte das Problem als gelöst betrachten, 
wenn nicht die bisherigen Entwicklungen die Grössen n und n" als bekannt voraus- 
setzen würden. Die Ermittlung dieser Werthe werde ich jetzt vornehmen. 



§• 6. Ersetzung der Yerhältnisse der Drelecksfläehen durch die Zwischenzeiten. 

Es ist auch nach pag. 45, wenn man die Massen des Himmelskörpers der Null 
gleich setzt: 

J^"r'^ dx>^k {t„ — t;) Yp = T„, Yp 

JJ-^r^dv^ k {f.„r—t„) YP = '^^ VP ] 

14* 
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Andererseits ist nach §. i des vorliegenden Abschnittes, wenn man die ay-Ebene 
des Coordinatensystems mit der Bahnebene zusammenfallen lässt 

[r, r„] = X, y„ — x„ y, \ 
[r, r„] = X, y,„ — x„, y, \ (2) 

{/'ff ^fffj — *• '^ff yttf "" ^ftf yft / 

Stellt man nun zunächst x, y, und x„, y,„ als Funktionen von x„ und y„ und den 
Zwischenzeiten dar, so wird nach dem Taylor'schen Lehrsatze 






Vn — 



dx 



_, dx„ 

f ^ff "T" "Tzr '^t 



+ 



d^y„ 
dt^ 

di'i 



I .2 

I. 2 

t2 



+ 



^X„ 

dr^ 
dr3 



1.2.3 

r 3 



+ 






I ^^ 

1.2.3 "^ c/i* 



r,^ 



1.2.3.4 



yw== y// + 



ffyff 

dt 



t^f 






1.2 "^ c/l3- 



1.2.3 "'" dT^ 



1.2.3.4 

1.2.3.4 



+ 



1.2.3 



1.2.3.4 



(3) 



Diese eben angesetzten Ausdrücke in (2) substituirt ergeben die Dreiecksflächen 
als Funktionen der Zwischenzeiten und der Derivate von x„ und y,, , die vorläufig 
nicht näher bekannt sind. Ich schalte hier die Bemerkung ein, dass offenbar ist 

dr ^= kdt 

Es ist aber nach pag. 40 die Masse des Himmelskörpers, dessen Bahn bestimmt 
werden soll, der Null gleich gesetzt 

— — — >fc2 — und ^ —^k'^y. 

rf^ — — ^ 73 ™d c/^2 — — ^ ^ 



Ersetzt man nun dt durch rfr und fuhrt die hier geltenden speciellen Werthe ein. 



so wird 



d^x„ x„ j 

~rf = \ ^nd 

di^ rJ 



daraus leitet sich sofort ab 



di^ 

^yff 
dt^ 



^ ^ff dr„ 

^ r„4 dx 

_ ^ y„ dr„ 

~^ rj dx 



^yff _ _ yfL 
di^ ~ r 3 



_i_ dx,, 
r„3 dx 

r 8 dr 



und durch weitere Differentiation 

dx* — ^" |r„6 r,> {dt) "T" !•/ ~dx2 \ "T" r> dx dx 

' - r„5 Ut/ "*" r„* dx^ 



Man kann demnach setzen : 



6 ^,, ^ 
r * dx dx 



X, = a, X„ — 4, 

y. = «/ y.. — 6, 

37,,, = G,ff Xf, -f- 0,„ 

y,„ ^■ 



dx^ 

dx 

dyff 
W 

dx„ 
dx 



y" ^ '" dx 



(4) 
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(5) 



in welchen Ausdrücken der Kürze halber gesetzt ist : 
ö. — '^n, + ^ s t r,* dr ' ' ' 

^,, — Tr — i > 3 + t n rff • • 

Substituirt man nun die Werthe aus (4) in (2) , so wird erhaltene 

[r, nj = [a, b„, + a,,, b) ^z,l ^ — y„ J' j 
£s ist aber bekanntlich 

^dy — ydx = r^dv = A V7> ^^ 
demnach auch 

[r, r„] = b, Yp 

[r„ r„r] = K, Yp 

[n n„] = (a, i,,, + a,„ 6,) y> 
Der Coefficient : [a, b,„ -\- a, b„!) ist auch nach steigenden Potenzen der Zwischenzeiten 
anzuordnen; es ist aber, wenn man bei den Gliedern vierter Ordnung stehen bleibt und 
bedenkt, dass ist : 

^/ "r" ^w ^^ ^/f 

der Werth dieses Coefficienten : 

(a,b„ + a„.b:i=T„ ji -t^I + i^* [t.-r,„) ^« . . . 
Man hat daher für die doppelten Dreiecksflächen die Reihen : 



[r,r„]=r./^j.-t^*-i;^^' + ... 



(6) 



Da, wie schon früher bemerkt wurde, nur die Verhältnisse der Dreiecksflächen 
gebraucht werden , so verschwindet der Parameter aus den obigen Ausdrücken , und es 
lassen sich in der That die Verhältnisse der Dreiecksflächen durch die Zwischenzeiten 
ersetzen; die höheren Potenzen der letzteren erscheinen theilweise mit Coefficienten 
multiplicirt, die vor Eruirung der Elemente unbekannt sind, demnach entweder ganz 
fortgelassen werden müssen oder wenigstens der Hauptsache nach durch geeignete 
Hilfsmittel bei der Auflösung der in diesem Probleme stets auftretenden höheren Glei- 
chung eingeführt werden können. Es gelingt bei völlig unbekannten Bahnen bei der 
ersten Auflösung (Hypothese) nur die Glieder zweiter oder höchstens die dritter Ord- 
nung mitzunehmen ; dieser Umstand bedingt es , dass mau sich bei ersten Bahnbestim- 
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mungen auf massige heliocentrische Bewegungen des Himmelskörpers beschränken 
muss^ damit die vorerst weggelassenen Glieder höhere^ Ordnung nicht allzu nachtheilig 
einwirken; nicht die Kürze der Zwischenzeiten ist allein massgebend, da die Entfernung 
des Himmelskörpers von der Sonne {r„) ganz wesentlich in Betracht kommt; wie man 
sieht ist die Bezeichnung, dass die Reihen konvergiren, weil dieselben nach steigenden 
Potenzen der Zwischenzeiten angeordnet sind, die klein vorausgesetzt werden, uneigent- 
lich ; es kann bei Kometen , die der Sonne sehr nahe stehen , eine Zwischenzeit von 
wenig Tagen die Konvergenz der obigen Reihen, weil r„ sehr klein wird, in Frage stellen, 
während bei dem Planeten Neptun Zwischenzeiten von Jahren noch an der Konvergenz 
der obigen Reihen nichts mindern werden. 

Bei der Lösung des vorgesetzten Problems (Bahnbestimmungen) sind verschie- 
dene Verhältnisse zwischen den Dreiecksflächen nöthig, die man ohne Schwierigkeit 
aus den Formeln (6) ableiten kann durch entsprechende Division. Man wird berechnen : 



• f 'in 



[r„ r„,] __rr_ jj _ 1 Ijizil! 



t r,4 dv " ' 

^f{'','r„-r,„^) dr„ 



[r, r,,] — r,„ V * r,? "^ * r,/ dr ' ' 

[r, r„] _T„, ( , I T„2-r,„2 , r,{T,^-{'T'z„,'-r„,^) dr„ ) 



(7) 



[r„ r„,] 



^ "T"t 7T~ "TT VJ 'dt ' 



[^ r„,] r„ { _ , T„2 — T,2 , T„, (t„ t„, — T,2) dr„ 



[r„ r,. 



-^ .-i^-^-i 



* • • 



[r, r„] T^ j _j T,„i — T,« _ _j T» + T„,» dr„ ) 

[»•„ r,„] ~ T, r ♦ r„8 t r„* rfr ' " ' | 



(8) 



Für die Gleichungen (7) werden noch andere Formen nöthig werden , es treten 
nämlich bei der Auflösung des Kometenproblems vorerst nur die Grössen r, und r,„ 
auf, man wird aber setzen können : 

n,==i (r, + r,,) -^h^- (n.-n) 

ohne dass in r„ daraus ein grösserer Fehler als zweiter Ordnung entsteht; substituirt man 
demnach diesen Werth für r„^ und r„^ in den Reihen ein , so wird alles richtig erhalten 

bis auf Grössen vierte Ordnung, die ohnehin vernachlässigt sind; für -—' , welches nur 

im Gliede dritter Ordnung erscheint^ wird es genügen zu setzen : 

^n __ r,„ ~ r, 
dr T„ 

ohne ebenfalls grössere Fehler als vierter Ordnung zu begehen. Nach Ausführung der 
eben angezeigten Substitutionen und einiger leichten Reduktionen wird man finden 
anstatt der Gleichungen (7) : 



[r„r„ 



[r, r„,] 






(9) 
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Die Ansicht dieser Gleichungen gibt zu erkennen^ dass bei Gleichheit der 
Zwischenzeiten 

Tf = T„, = ^Tff 

in der ersten Reihe das Glied zweiter Ordnung verschwindet; diesen Umstand kann 
man sich zu Nutze machen bei der Auswahl der Beobachtungen ; man kann aber hier 
bemerken, dass die Glieder zweiter Ordnung in der ersten Reihe stets sehr klein werden 
müssen, wenn nur annäherungsweise der Bedingung t,==t„, genügt wird, und dem- 
nach wird dieses Glied meist numerisch höherer Ordnung. Weniger günstig gestalten 
sich die Verhältnisse für die zweite Reihe ; bei keiner Wahl der Zwischenzeiten ist es 
möglich die Glieder zweiter Ordnung zum Verschwinden zu bringen und dieselben ver- 
nachlässigen , wäre gleich der Annahme, dass der Komet sich in einer Geraden fort- 
bewegt. Man besitzt aber ein Hilfsmittel, welches die 01bers*sche Methode bedingt, 
um sich von diesem ungünstigen Umstände frei zu machen , und diesen Fall will ich 
nun vornehmen. 

Die Fundamentalgleichung (pag. 99) enthält die Verhältnisse : ^ und — , wovon das 

crstere identisch ist mit: , *''"[ , das letztere mit: , , . Das Verhältniss ~ kommt 
nur einmal mit dem Coefficienten 

0„ = Ä,, sin [L„ — 71) 

multiplicirt vor, in welchem Ausdrucke li ein willkührlicher Winkel ist. Setzt man 
demnach 

L„ = n 

imd bestimmt dem zu Folge / nach 

wo / die Neigung des die mittlere Beobachtung schneidenden grössten Kreises gegen 
die Ekliptik vorstellt, so wird durch diese Annahme sofort der Coefficient : Q)„ der Null 

fr r 1 
gleich, und hiermit verschwindet das Verhältniss : \ ' " , aus der Fundamentalgleichung 

und es bleibt nur übrig das Verhältniss der beiden kleinen Dreiecke, welches bei 
günstiger Vertheilung der Beobachtungen , wie oben gezeigt wurde, bis auf Grössen 
zweiter Ordnung inclusive genau bestimmt werden kann, ohne Kenntniss des Werthes r„» 
Sind aber die Zwischenzeiten nur ganz beiläufig einander gleich, so werden doch immer 
die Glieder zweiter Ordnung so klein bleiben , dass man dieselben ohne Gefahr für die 
Genauigkeit des Resultates übergehen kann. Fasst manOlbers' Methode demnach 
als speciellen Fall der allgemeinen auf, so ist in jener die Wahl des grössten Kreises so 
getroffen, dass derselbe durch den mittleren Sonnenort und Kometenort hindurchgelegt 
erscheint. Olbers kleidet das Resultat der ersten Reihe in (9) in die Worte, dass der 
mittlere Radiusvector die Chorde zwischen dem ersten und dritten Kometenorte im Ver- 
hältniss der Zwischenzeiten schneide. Dass diese Annahme identisch mit der sei , dass 
sich die Dreiecksflächen wie die Zwischenzeiten verhalten , sieht man sofort ein , wenn 
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man vom ersten und dritten Kometenorte die Perpendikel (h, und h,„) auf den mittleren 
Radiusvector r„ fällt, dann ist 

[r, T„ ] = r„ h, 

[r, r,„] = T„ h,„ 

Seien die Abschnitte der Chorde 8, und 8,„ und schliesse die Chorde mit r„ den 
Winkel i ein, so ist : 

h, = 8, sint 
Kf = *w sint 
also 

\Ttt ^nn ___ ^_//£ fw 

['•f r„] h, ~ 8, 
womit die Identität der Annahmen erwiesen ist. Diese 01b er s'sche Annahme über 
die Lage des gross ten Kreises gestattet aber noch eine wesentliche Vereinfachung der Re- 
lation zwischen q, und q„, , ohne in den meisten Fällen der Genauigkeit weiter Eintrag 
zu thun, und Olbers hat diese ebenfalls eingeführt mit den Worten, dass der mittlere 
Radiusvector der Erde die Sehne zwischen dem ersten und dritten Erdorte im Ver- 
hältnisse der Zwischenzeiten schneidet; ich will diese Bedingung ebenfalls in die Fun- 
damentalgleichung einführen. Da sich die Erde ebenfalls nahe in einer Ebene bewegt 
(die Breiten der Sonne kann man, wie bekannt, durch geeignete Methoden streng 
eliminiren), die durch den Sonnenmittelpunkt geht, so besteht die Relation 

IR„ It,„] ^ [R, H,,,] ^ ' ^ 

wobei die in den eckigen Klammern stehenden Werthe dieselbe symbolische Bedeu- 
tung haben, wie die analogen Bezeichnungen der Dreiecksflächen zwischen den 
Kometenorten, auf die Erdorte übertragen. Nun wird aber durch die Annahme: 

L„ = n 

demnach besteht die Relation 

Da sich nun die Erde, wenn man von den Störungen absieht, ebenfalls in einem Kegel- 
schnitte bewegt, und demnach sich analoge Reihen nach dem Muster von (9) aufstellen 
lassen für dieselbe, so wird man annehmen dürfen : 

r2 






oder, wenn man wie früher imnimmt , dass das Glied zweiter Ordnung vermöge seiner 
Zusammensetzung numerisch höherer Ordnung wird (Gleichheit der Zwischenzeiten), 
so wird es ebenfalls gestattet sein, zu setzen : 



wodurch erhalten wird : 






VW 
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Ich setze nun die Fundamentalgleichung (pag. 99) hier an , wie sich dieselbe gestaltet^ 
wenn man 0,, = o und — , = — ^ setzt, es wird so : 

<j /// i 'irr f •/// <j /// 

oder mit Rücksicht auf die eben entwickelten Ausdrücke 

?'" = r ^ ?' = -^^^^ (^^) 

wodurch die Form erlangt ist, auf welche Olbers das Verhältniss der Distanzen 

zurückgeführt hat. Man kann bemerken, dass die zweite von Olbers eingeführte 

Vernachlässigung im Allgemeinen dadurch scheinbar vergrössert wird , dass der Werth 

für: (^,„ mit dem dieses Glied di vi dirt erscheint, bei ersten Bahnbestimmungen fast 

nothwendig eine Grösse von der Ordnung der Zwischenzeiten ist ((^,,, ist der Sinus des 

Perpendikels vom dritten Kometenort auf den gewählten grössten Kreis) . Man darf 

aber hierbei nicht vergessen , dass in diesem Falle auch ©, und 0,,, erster Ordnung 

werden, da nun ist: 

0, = Ä, sin [L, — L„ ) 

Qm = ^m sin (L,„ — L„) 

wodurch der eben gemachte Einwurf gehoben wird Andererseits erscheinen die Glieder 

zweiter Ordnung in diesen Ausdrücken selbst bei ungleichen Zwischenzeiten meist 

wesentlich dadurch verkleinert, dass in vielen Fällen r nahe gleich M ist. 

Macht man von den bis jetzt eingeführten Vereinfachungen keinen Gebrauch, 

sondern begnügt sich die in (9) aufgestellten Werthe in die Fundamentalgleichung 

einzufuhren und setzt der Kürze halber : 

BinJ 






F 



<f. 

i ^ I {T,„^ - T,^) ^ 0, + (T„^ - T,„») 'f qJ = 
4 ^ {^,* 0, — T,T,„ 0„} = H 

so verwandelt sich diese in : 

.. == G + ^^i;^ [^+^frv5] + £ t b + KW3 (/+^ :f^,)] ^' 

in welcher Gleichung gesetzt werden muss : 

um die Form 

Qfff = »» + Mq, 
zu erhalten. Wie man sieht sind nun m und M selbst Funktionen von r, und r,„ , 
demnach auch Funktionen von q, und p,„ , und es wird daher die Auflösung der 
Gleichung etwas mühsamer als nach Olbers' Methode, ohne dass jedoch die Arbeit 

Oppolser, Babnbestimmongeii. 15 
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sehr beschwerlich und zeitraubend würde. Man hätte aber kaum Veranlassung Olbers' 
elegante Methode zu verlassen und die viel schwerfälligere zweite Form zu wählen, 
wenn nicht eben die specielle Wahl von 77, welche die erstere Methode bedingt , bis- 
weilen eine Bahnbestimmung unmöglich macht, -in Fällen, wo eine solche theoretisch 
durchführbar ist. Ich will diess jetzt näher beleuchten. Der eben erwähnte Fall kann 
aus zwei wesentlich verschiedenen Ursachen eintreten. Die erstere ist eine sehr be- 
schränkte und dürfte selten vorkommen. Es ist nämlich möglich , dass nur drei Beob- 
achtungen eines Kometen gelungen sind oder zur Rechnung verwendet werden können, 
und überdiess eine dieser Beobachtungen unvollständig ist , so dass in der That 5 Bjb- 
stimmungsstücke, die ausreichend wären, vorhanden sind, während nach Olbers' 
Methode eine Bestimmung unmöglich wird. Die eben vorgetragene Methode wird das 
verlangte sofort leisten, wenn auch der erschwerende Umstand eintritt, dass die unvoll- 
ständige Beobachtung nicht die mittlere ist (vergl. pag. 97 . Der Natur der Sache nach 
muss bei der unvollständigen Beobachtung entweder die Rectascension oder Deklination 
fehlen; im letzteren Falle ist es aber nöthig, eine ganz nahe Angabe über die Rectas- 
cension zu haben, was praktisch keiner Schwierigkeit unterliegt. Fehlt die Deklination 
so wird die Wahl des grössten Kreises sofort bestimmt sein, indem man den aufsteigen- 
den Knoten dieses Kreises in Bezug auf den Aequator 77^ = a„ setzt und die Neigung 
(«/^) mit 90^ annimmt. Fehlt die genaue Angabe der Rectascension, so wird man setzen 
Jf^ = ö und 77^ = a„ — 90", wo im letzteren Falle nur ein ganz roher Näherungswerth 
von a„ bekannt zu sein braucht. Diesen so bestimmten grössten Kreis wird man auf 
die Ekliptik übertragen (vergl. pag. 11) durch die folgenden Formeln, in denen € die 
Schiefe der Ekliptik vorstellt : 

sin \ (Jl+a) sin ^ ./ = sin ^ (J^ + e) sin ^ 77^ 
cos ^ (77 + a) sin ^ J" = sin ^ [J^ — e) cos ^ 11^ 
sin ^ (77 — (t) cos ^J= cos ^ (/^ -|- e) sin ^ 77^ 
sin^ (77 — a] cos^J == cos^ (J^ — e) cos^ 77^ 
und hiermit sind die Grössen 77 und J bekannt. 

Eine andere Ursache, die Olbers* Methode unbrauchbar macht; und in der That 
nicht so selten vorkommt, ist in folgendem Umstände zu suchen. Die Ausdrücke (j^, 
und (^„f sind ebenfalls Funktionen von J und 77 und setzt man vorläufig über J und 77 
gar nichts fest, ausser der bekannten Relation, die nothwendig erfüllt sein muss : 

^•^- 8ill(>l„-i7) 

so wird man stets J und 77 so wählen können , dass entweder (f, oder (j^,„ der Null 
gleich wird. Es wird für diese Bedingung (vergl. pag. 98) sein entweder 

sin/9, cos J^ = sin (l, — 77) cos/?, siuJ 
oder 

sin/?,,, cos/ = sin (A,„ — 77) cos/?,,, sin/ 

Es ist immerhin möglich , dass beide Relationen gleichzeitig Geltung haben und man 
findet dann in diesem besonderen Falle : 

^ sin (A, — y/) dn {X,„ — JI) 
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Hat man über fl keine besonderen Bestimmungen getroffen , so wird man im 
Allgemeinen stets 11 so wählen können , dass die eben aufgestellten Relationen nicht 
stattfinden, ist aber, wie in Ol her s' Methode TT durch die Annahme 

n = L„ 

völlig bestimmt , so ist in der That der Fall möglich , dass mindestens näherungsweise 
die Relationen bestehen : 



tg/: 



sin (i, — L„) sin {)„ — L„) sin {l,„ — L„ 



wodurch der Coefficient von q, [M) die unbestimmte Form — erhält ; eine Hahnbestim- 
mung ist dann nach 1 b e r s ' Methode unthunlich. Die eben aufgestellten Gleichungen 
zeigen auch die hier eintretenden Verhältnisse; liegt nämlich der erste und dritte 
Kometenort in den durch den mittleren Sonnen- und Kometenort gelegten grössten 
Kreis, so tritt dieser Fall ein. Praktisch tritt diese Unmöglichkeit der Anwendung der 
Ol bers' sehen Methode ein, wenn diesen Bedingungen nur ganz beiläufig gentigt wird, 
indem dann kleine Heobachtungsfehler einen überaus grossen Einfluss auf die Bestim- 
mung des Verhältnisses : -~ nehmen. Diese Betrachtungen geben einen Fingerzeig, 

u nf 

wie man bei der Wahl des grössten Kreises vorzugehen hat, um von den Beobachtungs- 
fehlem den möglichst geringen Nachtheil zu erfahren , welche Diskussion ich auf den 
folgenden Paragraph verschiebe. Ich bemerke nur noch hier, dass ich vorläufig von der 
Bequemlichkeit der anzuwendenden Ausdrücke absehe, sondern nur der eben auf- 
gestellten Forderung genüge; denn es ist sofort klar, dass unter Annahme der 
Olbers'schen Näherungen die numerische Ausführung wesentlich erleichtert wird. 

§• 7. Wahl des grössten Kreises. 

Bei der Auswahl des grössten Kreises, der für die genaue Bestimmung der 
Elemente der geeignetste ist, wird es genügen, ganz beiläufig die Lage dieses Kreises 
zu ermitteln, indem die Bestimmung der Elemente nicht wesentlich ungenauer ausfällt, 
wenn nur der verlangten Bedingung genähert genügt wird ; es ist jedoch klar, dass die 
früher erwähnte Bedingung 

'*•' sin (i,,- TT) 

unter allen Umständen völlig scharf erfüllt werden muss , da diese Relation die Bestim- 
mung in das Problem einfuhrt, dass der gewählte grösste Kreis durch die mittlere 
Beobachtung hindurch gelegt erscheint. Ich werde diese Bedingung durch eine geeignete 
Transformation in das Problem einführen, indem ich eine neue völlig willkührliche 
Grösse aufstelle, nämlich den Winkel [i] , den der zu wählende grösste Kreis am mitt- 
leren Kometenorte mit dem Breitenkreise bildet. Für denselben lassen sich sofort die 
folgenden Relationen aufstellen : 

sin /cos (kff — 11)= cose 
sin/ sin (X„ — ^) = «in t Bmß„ 
cos/ = sin t cos ß„ 

15» 
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man kann nun in der Fundamentalgleichung schreiben : 

sinJ0, =i?, sin /sin {(A -X„)-¥(l„-~n)) = B, sin(L, - 1„) cos i-{-R, cos(L, -l„)sinß„sini 
sin JQ„ = iE,, sin / sin { [L,, - 1„) + {X„- 11))= jR„ sin (L^^ - 1„) cos i + R„ cos (L,^ - k„) sin ß,, sin i 
sin/0,„= R,„ sinJ8in{{L„-X„) + (A„-iTj} = i2,,,8in {L„,- Xf„) cosi-{-R,„cos {L,„- l„)8inß„»\ni 
(f, = sin ß, cos / — sin { (X, — 1„) + (l„ — 11)) cos ß, sin / = 

= {sin ßf cos ß„ — cos (X, — k,,) cos /?, sin ß„) sin t — sin ( A, — A,,) cos ^, cos i 
cfm = — sin ßfff cos /+ sin { (A,„ — 1„) -f ( A,, — TT) } cos ^,,, sin /= 

= {cos (l„, — 1„) cos ß,„ sin ß„ — sin ß„f cos ß„) sin » -f- sin (X,„ — X„) cos /?,„ cos i 

Ich setzte der Kürze halber 

nR, sin (i, — X,,) — R„ sin [L„ — X„) +n"R,„ sin (L,„ — X„) =/sin F 

sin /9„ {n R, cos (i, — X„) — Ä„ cos (L,, — X„) -f- w"-ß,„ cos [L,„ — X„) } =/ cos F 

sin/J, cos/9,, — cos (A„ — X, )cos/9, sin/9„=sin^,,,cos?^, 

sin (X„ — Xf ) cos ß, = sin ^,„ sin w, 

sinß,„cosß,f — cos {X,„ — X„) cos/9„,sin/9„ = sin-:i/,cos«?„, 

sin {X„, — X„] cos ß„f = sin J, sin «?,„ 

Es ist hierbei offenbar J,„ die scheinbare Distanz des ersten und zweiten 
Ortes und ^, die des zweiten und dritten Ortes , w, ist der Winkel den ^,„ mit dem 
mittleren Breitenkreise, w,,, der Winkel den /f, mit demselben Breitenkreise einschliesst. 
Es wird nun die Fundamentalgleichung geschrieben werden können : 

Q„, n"siu Jf sin {w„, — t) =y*sin [F+t) -f- p, nsin J„, sin {Wf -f- i) 
in welcher Gleichung nun i ein völlig willkührlicher Winkel ist, während die übrigen 
Grössen mit Ausnahme von q, und q,,, als bekannt betrachtet werden dürfen , wenn die 
Verhältnisse der Dreiecksflächen bekannt sind. Die gegenseitige Bestimmung von p, 
und Qf„ aus dieser Gleichung wird um so sicherer sein, je grösser die zugehörigen 
Coefficienten werden, denn die Struktur der Glieder zeifft, dass der Fall — nicht ein- 
treten kann. Es wird demnach zu setzen sein : 

{«sin J,„ sin [w, + 1)}2 + {n"sin J, sin [Wf„ — j)}^ = Maximum. 
Die Differentiation ergibt zunächst für die Auffindung dieser Bedingung : 

n2 sinJ,,,'^ sin 2 (w, + 1) — n"^ sin ^,2 gin 2 {w,„ — t] = o 
woraus i zu bestimmen ist. Zunächst wird man aber bemerken, dass die Grössen n 
und n" vor Auflösung des Problems nicht genau bekannt sind; die obigen Reihen- 
entwicklungen (pag. llOj geben: 

n_ _ [r„ r„,] _ r^ i . r,^—t^„, . \ 

bei Gleichheit der Zwischenzeiten werden die Glieder zweiter Ordnung der Null gleich ; 
im vorliegenden Falle, wo es sich bloss um eine Näherung handelt, wird man dieselben 
selbst bei ungleichen Zeitintervallen übergehen dürfen. Setzt mau zur Abkürzung: 

80 wird 

g^ sin 2 [Wf + t) — sin 2 [w,,, — t) = o 
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woraus man sofort findet zur Bestimmung von t ^ 

^ g^ cos 2tü, -^ cos 2 w„, 

Die Zweideutigkeit, die in der Bestimmung durch die Tangente liegt, ist da- 
durch zu erklären, dass die durchgeführte Bestimmungsart ebenfalls für die Bedingung 
des Minimum gilt ; der eine Werth gehört also zum Maximum , der andere zum Mini- 
mum. Die Entscheidung, welchen Werth man zu nehmen hat, wird nicht schwer und 
meist auf den ersten Blick zu erhalten sein ; sollte je ein Zweifel entstehen , so wird 
die Rückkehr zur Gleichung 

jf^ sin [iOf -f- t) ^ + siii ('^m — *) * = Maximum 
und die Substitution der gefundenen Werthe für t sofort den zu wählenden Winkel fin- 
den lassen. Es wäre gewiss dieses eben angegebene Verfahren zur Bestimmimg von 
t im Allgemeinen wenig empfehlens werth, da aus der Anwendung derselben eine nicht 
unbeträchtliche Mehrarbeit in der Rechnung entsteht; ist aber die Bewegung des Ko- 
meten nicht allzu unregelmässig und abweichend von einem grössten Kreise, so wird 
sich leicht eine hinreichend genaue Näherung für i beschaffen lassen. Nennt man den 
Winkel, den der auf der scheinbaren Bewegungsrichtung des Kometen senkrechte 
grösste Kreis mit dem Breitenkreise einschliesst : y, so wird nähern ngs weise sein: 

w, = 90° — y 

^m = 90° + y 
und bei nicht zu unregelmässiger geocentrischer Bewegung 

ff= I 
Es wird dann 

tg 2 1 = tg 2 y 
und für 

e = y das Maximum 

i =^y — go° das Minimum 

Die Bestimmung des grössten Kreises ist so getroffen , dass derselbe senkrecht 

auf der scheinbaren Bewegung des Kometen steht, eine Wahl, die a priori viel für sieh 

hat. Ist ein bestimmter Werth für i angenommen , so bestimmt sich daraus / und 

77 nach 

sin [K-irjigJ^tgß,, 
cos {l„ — n] tg J= cotg t sec/J„ 
wobei 7^ stets kleiner als 90" angenommen werden kann. Für cotg t wird man, wenn 
es gestattet ist, die eben angedeuteten Näherungen einzuführen, setzen dürfen mit meist 
ausreichender Genauigkeit 

cotg i = — f—-^ cos ß„ 

PlH Pl 

und man hat demnach zur unmittelbaren Bestimmung von / und 11 die Gleichungen 

8in(A„-i7)tg/=tg/?„ I 

cos [X„ - n) tg/= - ^f^ f ^'' 

welche Form ich für erste Bahnbestimmungen stets vorschlagen möchte, wenn nicht 
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ausserordentliche Verhältnisse die Rückkehr auf die strengen Formeln gerathen erschei- 
nen lassen. Da es meist nur auf eine beiläufige Bestimmung von i ankommt^ so könnte 
man auch mit Zuziehung eines Globus leicht diesen Werth auf konstruktivem Weg sich 
verschaffen. Will man strenger vorgehen, was in den seltensten Fällen nöthig sein 
wird, so wird man zu berechnen haben: 

sin ß, cos ßf, — cos (X„ — X,) cos ß, sin ß,, = sin ^f„ cos w, 

sin {l„ — If) cos ßf = sin ^,„ sin w, 

sin /?,,, cos/9,, — cos {l,„ — 1„) cos/?,,, sin/?,, = sin J, cos w,„ 

sin (A„, — X„) cos ßf„ = sin J, sin tr,„ , ( 3 ] 

__ T„, — T„ «in ^fn 

sin 2 w,,, — g^ sin 2 w, 
^ cos 2 «?„, -|- ^2 cos 2 fr, 

Der Quadrant, in dem 2 i zu nehmen ist^ bestimmt sich daraus^ dass der Ausdruck 

ff^ sin [w -\'i)^ -h si" (^m — *P 

ein Maximum wird. Ist t festgesetzt, so ermittelt man aus (i) die Werthe für / und TT, 

Von der hier getroffenen Bestimmung werde ich bei derBahnbestimmung aus vier Orten 

wieder Gebrauch machen. 



§. 8. Ueber die durch rorstehende Methoden erlangte Genauigkeit. 

Clausen hat zuerst nachgewiesen (Bulletin de la classe phys. math. de Tacademie 
de St. Petersbourg XBd. Ite Serie pag. 175) , dass die Genauigkeit, mit der die Re- 
lation zwischen q, und q„, durch die Ersetzung der Dreiecksflächen durch die Zwischen- 
zeiten erhalten wird , nicht selbst das Mass ist für die Genauigkeit der Werthe q, und 
Q,„ . Ich nehme an , dass mit den genäherten Werthen von m und jlf , q, und p,„ so 
bestimmt seien, dass der Zwischenzeit zwischen der ersten und dritten Beobachtung 
völlig genügt wird. Sind nun die Korrektionen von diesen Grössen m und -W , um die 
strengen Werthe zu erlangen, dm und rfJf , und sind die Aenderungen, die die Zwi- 
schenzeit durch Aenderungen von q, und q,„ erfährt, bestimmt durch 

(^) dg, und (^) dQ„, 

SO wird , da nach Einsetzung der strengen Werthe für m und 3f , q, und q„, so abge- 
ändert werden müssen, dass wieder der Zwischenzeit genügt wird, sein müssen 

ßD ''^' + (£) ''^"' = ° 

Man erhält aber nach pag. 99: 

dQ,„ = dm -\- Qf dM -|- Mdq^ 
Substituirt man diesen Werth in obiger Gleichung und löst nach dq, auf, so findet sich 

dg, = — ( I ) 

Nun lässt sich unschwer der Nachweis liefern, dass der Nenner um eine Ord- 
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^ — l , demnach erscheinen die Fehler von m und 

M 'dm und dM) in den Elementen um eine Ordnung vergrössert; für dm wird diess 
um so mehr der Fall sein , da die Grösse (f„, bei ersten Hahnbestimmungen in der 
Kegel klein ist. Ich gehe nun daran, den Nachweis für die eben aufgestellte Behaup- 
tung durchzufuhren. Vor Allem ist es wichtig, die Ordnung von ( w ) und (^ — ) 
festzustellen. Die Gleichung (5) §. 4 (pag. 103) 

2kt 

lehrt, dass « gleicher Ordnung mit ^/ ist, mithin von der ersten Ordnung; da aber 8 
von der Form «2 = aH-Jp-f-^p^ 

ist, so folgt unmittelbar , dass ( . j und (^ — j nuUter Ordnung sind. Die eben an- 
geführten Ausdrücke könnte man nach Potenzen der Zeiten entwickeln und würde so 
erhalten : 

Ebenso könnte man entwickeln 

Das Anfangsglied der Reihe für M muss nothwendig der Einheit gleich sein, 
da für unendlich kleine Zwischenzeiten q^ = q,,, wird. Für denselben Fall (unendlich 
kleine Zwischenzeit) muss aber offenbar sein 

a, = — a,„ 
und es wird die Form erhalten 

© + "Gf )=''+"■+••• 

SO dass der Neuner des Ausdruckes (ij in der That erster Ordnung ist, während 

(^ — ) von der nullten Ordnung ist. Es sind demnach die Elemente des Kometen 

mit um eine Ordnung grösseren Feldern behaftet, als die Werthe m und M. 

Diese Betrachtungen geben nun eine Uebersicht der Genauigkeit der eben vor- 
getragenen Methoden. Olbers' Methode bestimmt die Grösse M bis auf Grössen 
zweiter Ordnung genau; bei Gleichheit der Zwischenzeiten, die man stets anstreben 
soll, wenn es das Beobachtungsmaterial gestattet, werden nur Grössen dritter Ordnung 
weggelassen ; man kann demnach im Allgemeinen behaupten, dass bei Olbers' Methode 
M bis auf Grössen dritter Ordnung richtig bestimmt ist , da man meistens die Auswahl 
der Beobachtungen wird so treffen können, dass die vorhandenen Glieder zweiter Ord- 
nung numerisch Gliedern höherer Ordnungen gleich geachtet werden können, m, wel- 
ches von Olbers der Null gleich gesetzt wird, kann, so weit dasselbe von dem Ver- 
hältnisse der Dreiecksflächen abhängig ist, ohne grössere Fehler, als dieselben bislang 
in 3/ zugelassen wurden, in der That als Null angenommen werden. Die Division mit 
(j^„, kann aber unter Umständen sehr nachtheilig einwirken , wenn zufällig (j^,,, sehr 
klein wird (langsame geocentrische Bewegung), oder wenn der Ausnahmsfall nahe eintre- 
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terid ist; die Ordnung dieses Fehlers wird aber im Allgemeinen dadurch nicht geändert, 

da von Olbers n=L„ gesetzt wurde (vrgl. pag. 113); demnach wird der Koefficieut -^- 

nullter Ordnung, da in diesem Falle 0, (ebenso©^,,) ebenfalls ei-ster Ordnung ist; 
vermöge der oft raschen geocentrischen Bewegung der Kometen wird aber sogar der 

Koefficient: ~ klein sein. Es vereinigen sich aber noch andere begünstigende Um- 

Stände, die die Voraussetzung 

m = o 
der Wahrheit näher bringen. Da die meisten Kometen im Augenblicke der Entdeckung 
aus leicht begreiflichen praktischen Gründen nahe in der Entfernung i von der Sonne 
stehen, so werden die bei ungleichen Zwischenzeiten vernachlässigten Glieder zweiter 
Ordnung in m numerisch wesentlich verkleinert; denn bedenkt man, dass völlig streng 
gesetzt werden kann, wenn man die Sonnenbreiten eliminirt (pag. 1 1 2) 

und subtrahirt diesen Ausdruck vpn m und entwickelt nach Potenzen der Zwischen- 
zeiten, so findet sich 



m 



-*S ('''"'"■'"'") t{r,-hr,,)^"" (Ä,-hÄjM "^•" 



so dass auch in m die Glieder zweiter Ordnung verschwinden, wenn r = R wird, üiess 
ist auch der Grund, wesshalb es bisweilen vortheilhaft sein kann , in M statt des Ver- 
hältnisses der Zeiten das Verhältniss der Dreiecksflächen zwischen den Erdorten 
einzuführen; doch ist dieser Vortheil nicht erheblich und keineswegs mit Sicher- 
heit anzuwenden. Mau sieht leicht aus dem vorstehenden Ausdrucke, dass, sobald 
r, -f- r,f, <C y2 [Rf -|- Rfff) ist, man durch Einführung dieser Transformation an Nähe- 
rung gewinnt , dagegen verliert , sobald r, -|- r„f > y 2 (R, -f- R„f) ist. Da aber bei 
Kometen oft zur Entdeckungszeit r"^ f'z ist, so ist es nicht rathsam und zweckmässig, 
eitle Abänderung wegen diesem Umstand einzuführen. 

Hat man aber die Wahl des grössten Kreises nicht nach dem Olbers* sehen 

Prinzip gewählt, so werden im Allgemeinen die Koefficienten von der Form -^ von 

(Jnf 

von der Ordnung : — i ; demnach gehen die Fehler in diesem Falle in den Verhält- 
nissen der Dreiecksflächen um zwei Ordnungen vergrössert auf die Elemente über, 
würde man demnach für die Verhältnisse der Dreiecksflächen in diesem Falle die Zwi- 
schenzeiten allein substituiren , wie es Encke bei dem Ausnahmefall (Berliner Jahr- 
buch 1833) und Klinkerfues bei der Behandlung des Kometenproblems thun, so 
wird man im Allgemeinen ein Konvergenz nicht erreichen und es ißt nur der Zufällig 
keit, dass Kometen meist in der Erdnähe {(f„f also ziemlich bedeutend und r nahe 
gleich R) entdeckt werden, zu verdanken, dass diese Methoden zum Ziele führen. 
Die eben hervorgehobenen Umstände einerseits und der Eintritt des Ausnahmefalles 
andererseits hat mich veranlasst eine allgemeine Methode zu versuchen , und ich habe 
im Obigen die Resultate , die sich mir darboten , vorgetragen , ohne dass ich der Mei- 
nung bin, irgendwie Olbers' Methode verbessert zi^ haben, sondern nur die Anwen- 
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düng meiner Formeln auf die bezeichneten Fälle beschränkt wissen möchte. In meiner 
Methode sind die Verhältnisse der Dreiecksflächen bis auf Grössen vierter Ordnung 
richtig* bestimmt, M ist demnach ebenso genau ermittelt, während m wol um eine 
Ordnung ungenauer sein kann, wenn die scheinbare Bewegung des Kometen klein ist; 
jedenfalls werden die erlangten Werthe sehr brauchbare Näherungen abgeben, da selbst 
wenn (f^„, eine Grösse erster Ordnung ist , die Elemente des Kometen bis auf Grössen 
zweiter Ordnung genau erhalten werden; in der Regel wird jedoch die Annäherung 
numerisch viel grösser sein, da die scheinbare geocentrische Bewegung der Kometen 
meist viel beträchtlicher ist, als die heliocentrische. 



§. 9. Uebersicht der Formeln zur Berechnung Ton ^, und q„f nebst Beispiel. 

In den vorausgehenden Paragraphen sind die theoretischen Grundlagen ent- 
halten, um aus drei Beobachtungen des Kometen p, und p,„ zu ermitteln. Sind einmal 
diese beiden Grössen gefunden , so stellt sich die Berechnung der Elemente aus den- 
selben auf sehr einfache Weise; diess werde ich jedoch später zeigen. Wie es die 
Darstellung des Problems mit sich bringt, sind die Formeln keineswegs so zusammen- 
gestellt, dass der Gang der Rechnung, wie derselbe zweckmässig anzuordnen ist, 
deutlich hervortreten würde. Ich werde desshalb in diesem Paragraph die For- 
meln so zusammenstellen, wie dieselben in der Ausführung sich zweckmässig an 
einander reihen, und die Bemerkungen hinzufügen , die sich bei der Anwendung als 
nutzbringend erweisen können. Im Anhange gebe ich eine gedrängte Uebersicht der 
Formeln zur Berechnung einer Kometenbahn nach Olbers' Methode. Die Formeln 
in die Uebersicht aufzunehmen , die sich für meine Methode ergeben , halte ich nicht 
für nöthig, da dieselben zu selten Anwendung finden und im Falle des Gebrauches 
leicht der weiter unten folgenden hier aufgenommenen Zusammenstellung entlehnt 
werden können. 

Vorerst setze ich voraus, dass nach den Vorschriften des ersten Theiles (pag. 36, 88, 
89), die Beobachtungen für die Rechnung vorbereitet sind, je nachdem man völlig scharf 
rechnen will oder sich mit einer gewissen Annäherung begnügt. Im Allgemeinen dürfte 
es bei den ersten Entwürfen parabolischer Elemente ausreichend sein , die Aberration, 
Parallaxe und die Sonnenbreite wegzulassen und alles auf das wahre Aequinoctium der 
Mittiß der Zeit zu beziehen. Die sorgfältige Rechnung mit fünfstelligen Tafeln ist völlig 
ausreichend , dpch dürfte Anfängern die Anwendung sechstelliger Tafeln zu empfehlen 
sein. Die Daten der Beobachtung sind: 

Beobachtgszeit. Beob. -Länge. Beob.-Breite. Sonnenlänge. Entfg. der© 
I. Beobchtg. T, X, ß, L, JR, 

2' 9, Tff X„ ßff L,f R,f 

3* 99 ■'■ m ^trt Pnr '^ttt -^m 

Zu suchen ist q, und Q„fy die Abstände des Kometen von der Erde zur Zeit der 
ersten und dritten Beobachtung. 

Oppolser, Bahnbestimmnugen. 16 
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Vor Beginn der weiteren Rechnungen wird zu entscheiden sein, welche der zwei 
eben vorgetragenen Methoden man wählen wird; 01b ers' Methode wird etwa dann 
zu verlassen sein, wenn der nach den obigen Vorschriften günstigst bestimmte grösste 
Kreis mit dem durch den zweiten Kometen- und Sonnenort gelegten Kreis einen 
grösseren Winkel als 60^ einschliesst, ohne Rücksicht auf die Zahlweise, oder allgemeiner 
wenn ist: 

sin {i — *;) > ± 4- 
wo i der Winkel zwischen dem günstigst gewählten Kreise und dem Breitenkreise der 
mittleren Beobachtung ist, während t^ derselbe Winkel ist, den dejr von Olbers ge- 
wählte Kreis bildet. Ein kleiner Vorversuch wird in dieser Beziehung leiten können. 
Da i und i^ stets kleiner als 180" angenommen werden können, so ist die Bestimmung 
dieses Winkels durch die Tangente unzweideutig. Es ist aber 

t« «o = tg [K — L„) cosec ß,, 
woraus dann die obige Bedingung leicht ermittelt wird. 

Vorerst werde ich die Formeln für die bei Weitem wichtigere Olbers^sche Me- 
thode vornehmen. 

Vorerst wird die Lage des grössten Kreises und M zu ermitteln sein. Hiefur ist: 



tg/= 



tgÄ, 



flin {X„ — L„) 



oder 



7» T 

M = -"- -"- 

■*■'*■ ~~' an rp 

•'■rt ■* / 

T — r 

"* in •*■ II 



M = 



sin ß, — sin {X, ~ L„) cos ß, tg / 
sin [l„,— L„) co%ß„, tg J"— Ä\nß,„ 

siiiß, cotg«7~ sin {X, — L „] cos/^, 
sin [X,„ — L„) cos A,, — sin ß,„ cotg J 



[I) 



T — T 

Die erstere Form für JJf wird man anwenden, wenn tg/<[it i ist, die zweite, 
wenn tg /> dz i wird. 

Jetzt beginnen die Rechnungen um % , r, und r,,, als Funktionen von ß, darzu- 
stellen. 

It,f, cos [L^ff — L^ ^ R^ = g cos [G — L,) 
R„, sin [L„, — i,) = ^ sin (G — L,) 

g stets positiv 
cos [Xf — Lf) cos/^, = cos \pf 
cos [l„, — L„,) cos ß,„ = cos tp„, 
E, cos xp, =/ 
B, sin tp, = B, 

^ , cos %„ ^ 

— Jm 



M 

R,„ sin \p„ 
M 



= B„ 



(^ 



Die bisher erlangten Hilfsgrössen sind entweder völlig frei von der Annahme 
über Jl/oder werden, wie die zwei letzten Grössen, bei einer Aenderung von Jlf sehr 
einfach korrigirt. Die gegebenen Formeln können aber unter Umständen in der An- 
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cos ip, = cos ß, cos [l, — L,) 
sin ip, cos Pf = cos ß, sin (A, — L,) 
sin i/v sin P, = sin ß, 



Wendung misslich werden. Falls nämlich die Bestimmung von sin tp, und sin xp„, aus 
cos ipf und cos ?//„, zu unsicher wird , muss man etwas andere Rechnungsvorschriften 
zur Bestimmung von sin rp, und sin ip„f befolgen. Geht man auf die geometrische Be- 
deutung der Winkel ip, und ip„f zurück, so wird man sofort einsehen, dass rp der 
Winkel am Erdorte ist in dem Dreieck zwischen Komet, Erde und Sonne, also der 
scheinbare geocentrische Abstand des Sonnencentrums vom Kometen. Man wird daraus 
leicht ableiten, dass ip stets kleiner als i8o° angenommen werden kann und dass eine 
Unsicherheit nur entstehen kann in der Bestimmung von sin xp nach cos rp, wenn der 
Komet nahe in Opposition oder Konjunktion mit der Sonne ist. Betrachtet man das 
sphärische Dreieck zwischen dem Kometen, dem Sonnenorte und dem Einschnitte des 
Breitenkreises des Kometen in die Ekliptik, so leitet man leicht, wenn man den 
Winkel an der Sonne in diesem sphärischen rechtwinkligen Dreieck mit P bezeichnet, 
ab für den ersten und dritten Ort : 

cos ip„, = cos ß„, cos {l,„ — L„,) 

sin V',,, cos P„, = cos/9,,, sin (X„, — L,„) \ (//ft) 

sin xp„f sin P,„ = sin ß,„ 
Die beiden letzten Gleichungen in jeder Gruppe werden unter allen Umständen 
eine sichere Bestimmung von sin tp, und sin i//,„ gestatten ; dieser Sinus ist stets positiv anzu- 
nehmen. Wie man sieht, macht die Berechnung von sin ip und cos xp nach den Formeln 
Ilf, wenig Mühe und wird wol zu empfehlen sein, wenn man Alles genau haben will. 

Jetzt schliesse ich die Berechnung derjenigen Hilfsgrössen an , die zur Berech- 
nung der Sehne dienen. Man wird haben 

M cos ß,„ — cos [X„, — If) cos ß, = h cos ^ cos [H— A,„) 
sin (A,„ — k,) cos ßf = h cos ^ sin [H — A,,,) 
M sin ßf„ — sin ßf = h sin ^ 

h stets positiv 
cos t cos [G — H] =^ cos (p 

-| cos 9 = y 
-|- sin qp = -4 

Auch hier kann der Fall eintreten, dass die Bestimmung von sin cp (stets positiv) 
aus cosy unsicher wird; man kann aber auch hier diese Schwierigkeit wegschaffen. 
Ich will zu dem Ende die Bedeutung der Grössen ff , G , h, ^ und H näher erläutern. 
Es war bei der Ableitung gesetzt worden 

X,„ — X, = ^ cos G 
y,„ — y, = ^ sin G 
Es ist demnach ff und G nichts Anderes als die Entfernung und die Länge des dritten 
Sonnenortes vom ersten aus gesehen oder die Entfernung und die Länge des ersten Erd- 
ortes vom dritten aus. Schreibe ich nun die Differenz der heliocentrischcn CJoordinatcn 
des Kometen mit Hilfe der eingeführten Ililfswinkel um, so wird man durch eine ein- 
fache Umsetzung erhalten 

16* 



(///) 
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[Xfff + g cos G) — Xf = Q, h cos t cos fl^ 
d/m + ff sin Cr) — y, = ?, A cos ^ sin H 
^m — ^f = (ifh sin 5 
Von einem Punkte , dessen Coordinaten [Xf„ -\- g cos Gf) , fy„, + g sin ö) und 
Zfff sind^ erscheint dettnach der dritte Kometenort in einer Länge von [G + 1 80°) und 
in der Breite o. Der erste Kometenort aber erscheint von diesem Punkte aus gesehen 
in der Länge: (180° + H) und in der Breite: — t. Die Seiten des ebenen Dreieckes 
zwischen den zwei Kometenorten und diesem fingirten Ort sind «, g und [q, h). Man 
sieht jetzt ohne Schwierigkeit ein, dass (p der Winkel am fingirten Orte in diesem Drei- 
ecke ist, daher stets kleiner als 180^ anzunehmen ist; bildet man mm analog, wie 
früher, das sphärische rechtwinklige Dreieck, so findet man 

cos (p = cos ^ cos [G — ^ \ 
sin tp cos w = cos t sin [G — H] \ IIIi^ 
sin y sin «^ = sin t ) 

Da sin (p stets positiv angenommen werden kann , so wird die Bestimmung von 
sin (p aus den beiden letzten Gleichungen keine Schwierigkeit machen und die nähere 
Bestimmung und Deutung von w ist überflüssig, wiewol dieselbe leicht genug zu finden 
ist. Ist cos (p überhaupt der Einheit nahe , so wird man mit Vortheil die eben ent- 
wickelten Formeln (//Z^) zur Bestimmung von sin ip anwenden können. 

Die bisher erlangten Werthe sind frei von jeder Hypothese über p, . Die Ver- 
suche zur Bestimmung von q, können auf verschiedene Weise durchgeführt werden ; 
ein Näherungswerth lässt sich im Allgemeinen nicht angeben; es ist aber von Olbers 
vorgeschlagen worden, im ersten Versuche r, + r,,^ = 2 zu setzen in Berücksichtigung 
des Umstandes, dass die meisten Kometen in der Nähe der Erde aufgefunden werden. 
Macht man von dieser nicht ganz unsicheren Näherung Gebrauch , so stellt sich die 
Rechnung wie folgt. Zuerst wird berechnet 

2k[T,„-T,)^T \ ^ 

log 2 Ä = 8.53661 14/ 

Nun ist nach obigem zunächst s = -— fi und setzt man , was gewiss erlaubt ist, 
ohne sich von der Wahrheit allzu sehr zu entfernen, /i == i , so wird 

C08* = ^-?^/2 [Bl 

und daraus der Näherungswerth 

Mit diesem Werthe [q,] berechnet man r, und r,,^ nach 



(&1— A = tg 6, r, = JB, sin ip, sec 6, 

^^'^Z'^"' = tg e,„ r,„ = R,„ sin Hf,„ sec &,„ 



m 



und erhält so neue, im Allgemeinen wesentlich genauere Werthe von r, und r,„. Hei 
dem nächsten Versuche kann man allenfalls jii schon mitnehmen. Man erhält den 
Werth von log /t aus Tafel VIII mit dem Argumente tj. 
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cos* = 2^' VZIEL (F) 



Die Rechnung wird nun innerhalb der Formeln C y D^ Ey F, so lange fortgeführt, bis 
keine weitere Aenderung der Grössen eintritt. Die Konvergenz dieser Annäherungen 
ist im Allgemeinen nicht sehr bedeutend. Hat man aber einmal zwei Versuche durch- 
geführt , so erhält man leicht einen sehr genauen Werth für [r, + ^w) • Die Aenderung 

des Werthes (r, + ^w) • H' ^^^ einem Versuche zum anderen, ist eine Funktion des Ab- 
standes des angenommenen Werthes von dem wahren Werthe. Setzt man diese linear 
voraus und bezeichnet die drei Näherungen der Reihe nach mit w^ , to^ und w^ und mit 
w den wahren Werth und schreibt der Kürze halber 

wi — tt?i = a, 
t<?3 ~ tt>2 = a„ 

so ist, wenn durch x der Differentialquotient vorgestellt ist, der hier in Betracht 
kommt, und innerhalb der Versuchsgrenzen konstant angenommen wird : 

a, = z (tTi — w) 
a„ = z (w2 — to) 

bestimmt man dadurch w, so wird nach der Elimination von z : 

^ _ q, ^i — g/r «^'i 

Da tt?3 offenbar der der Wahrheit nächste Werth ist, so wird es zweckmässig sein, w als 
korrigirten Werth von w.^ darzustellen. Es ist aber nach dem Schema : 

t^ = tt?3 — a„ 

w^ = «?:, — {a„ + a,] 

demnach wird : 

^ = ^3 + z-zr^ 



Diese letztere Reladon wird nur dann Anwendung finden, wenn in der That ohne 
Sprung nach dem Rechnungsschema vorgegangen wurde, hat man aber willkührliche 
Aenderungen vorgenommen, so wird man die erste Rechnungsform nämlich 

^ _ f*f ^2 — On ^l 

a, — a„ 
annehmen müssen. 

Wenn man die vorstehende Anordnung der Rechnung nicht benutzen will, so 
fuhrt ebenfalls das ganz einfache Verfahren durch Versuche über den Werth von q, 
beinahe stets ebenso rasch zum Ziel; es wird sogar das letztere Verfahren den Vorzug 
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verdienen. In den ersten rohen Versuchen , die etwa mit vierstelligen Tafeln durch- 
geführt werden können; wird man zuerst setzen : 

T 

y^2-ß, sini//, 

Nun macht man zwei Annahmen über q, , etwa 0.5 und i.o, vermuthet man dass der 
Komet der Erde sehr nahe steht, wird man o. i und 0.5 wählen; mit diesen Annahmen 
berechnet man vierstellig : 



•^ = tg* 



81= ff sin q> sec & 

$2 = m y^cos 0, 



(a) 



Jetzt wird schon ein ziemlich sicherer Schluss auf den Werth von q, gestattet sein ; sei 
die Differenz der Werthe «1 und «2 im ersten Versuche d, , im zweiten d„ so wird der 
neue Werth von q, , den man zu den genaueren folgenden Versuchen anzuwenden 
haben wird, bestimmt durch : 

ft = (gj2+ '^;['-'^''' (b) 
i 



— I 



wobei {q,)i und {q,)2 die angenommenen Werthe des ersten und zweiten Versuches 
bezeichnen. Von hier ab wird man die Rechnung nun völlig streng durchführen nach : 

2k [T,„ —T,]=r log 2k = 8.53661 14 

r, = R, sin i//, sec 6, 



Q, —/, 



= tgö, 



^' g-^'" = tgÖ„ 



9> — r ^ 

A 



= tgi» 

T 



r,„ = R„, Binrp,„ secO,, 
«, == ff simp secd" 



*2 = 



.4 



{0) 



fi wird nach rj mit Hilfe der Tafel VIII bestimmt. 

Die Differenz der Werthe s^ und ^2 nauss durch Aenderung von q, weggeschafft 
werden , und über das Mass der Aenderung werden die schon vorhandenen Versuche 
eine sichere Leitung geben; man kann aber mit geringer Mühe die noch nothwendige 
Korrektion richtig erhalten bis auf Grössen zweiter Ordnung exclusive. Ist der Werth 
von Q, nicht zu fehlerhaft , was nicht zu befurchten steht , wenn man den Formeln (a) 
nahe genügt hat durch das Interpolationsverfahren (J), so wird der zweite genau durch- 
geführte Versuch das vorgestreckte Ziel meist erreichen lassen. Es wird sein müssen : 



(«1 -h*i) — («2 + *i) =0 



oder 



Setzt man die Aenderungen von f.i der Null gleich, so wird zunächst: 
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dr, = sin Q, dq, 
dr,„ = 3f sin d„, dq, 



man hat daher : 

c&j = — — { sin ö, + -W sin 6,„ } dq, 

Es findet sich nun auch : 

dsi =s h sin ^ dq, 

woraus sich nach der Substitution in der obigen Bedingungsgleichung ergibt für die 
Korrection des angenommenen Werthes von q, : 

*^' ^^ i rifi (sinö, + 3f sinöj + ä sin^ '^ 

Da man cosö und tgö durch die vorausgehenden Rechnungen kennt , so wird 
man setzen rsin ö == tg ö cos 6. Ist man sehr weit von der Wahrheit entfernt und treten 
dann die vernachlässigten Glieder zweiter Ordnung ohnehin sehr merkbar hervor , so 
wird man bei nicht zu grossen Zwischenzeiten [rj wird klein] näherungsweise setzen 
dürfen : 

Mit dem nach {dj verbesserten Werth der Distanz berechnet man nochmals 
die Formeln (c) . Sollte eine abermalige Aenderung nöthig werden , so wird der durch 
(</j berechnete Differentialquotient in der Regel unverändert beibehalten werden können. 

Ist nun q, nach irgend einer dieser oder anderer Methoden bestimmt , so wird 
sogleich erhalten : 

(>„, = Ma, (IV) 

Aus q, und q,„ können^ wie später gezeigt wird, die Elemente berechnet werden. 
Ich werde ehe ich an die Zusammenstellung der Formeln gehe, die bei meiner Methode 
anzuwenden wären, ein vollständiges Rechenbeispiel für die eben vorgetragenen Formeln 
geben und entnehme dasselbe dem Kometen III 1867. Die Beobachtungen die ich 
gewählt habe sind : 



Beobachtungsort 


Ortszeit 


«(f 


^<f 


"Wien (Josefttadt) 1867 Oct. i 


II* 24*" 37* 


10* 37*" 30*56 


+ 50° 16' 48"6 


> » 3 


7 36 45 


II I 7.15 


+ 49 22 25.8 


» » 6 


7 3« 55 


II 39 52.97 


+ 47 5 48.6 



Ich verfahre nun mit diesen Beobachtungen so, wie es bei ersten Bestimmungen einer 
Eometenbahn völlig ausreichend ist, nämlich ich vernachlässige die kleinen Korrektionen 
und setze einfach die scheinbare Rectascension und Deklination des Kometen mit der 
scheinbaren Schiefe der Ekliptik in scheinbare Längen und Breiten um , und verwende 
die so erhaltenen Werthe ohne weitere Korrektionen für die Bestimmung der Elemente, 
indem ich diese als für das wahre Aequinoctium der Mitte der Zeiten geltend annehme. 
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Die Zeitangaben werden in Berliner Zeit verwandelt und in Decimaltheilen des Tages 
angesetzt , die zu den Beobachtungen gehörigen Sonnenorte wei:den dem Berliner Jahr- 
buch entnommen und müssen eben&lls auf das wahre Aequinoctium bezogen werden. 
Das Berliner Jahrbuch gibt bis zum Jahre 1867 die Sonnenorte bezogen auf das wahre 
Aequinoctium, von 1868 an aber auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfangs. Im 
ersteren Falle ist weiter keine Correction anzubringen , im zweiten Falle muss die Prä- 
cession und Nutation zu den Sonnenlängen hinzugelegt werden oder man bringt die 
Kometenorte auf dasselbe mittlere Aequinoctium. Die Verwandlung in Länge und 
Breite geschieht nach den Formeln auf pag. 13. Es ist für die Mitte der Zeiten die 
wahre Schiefe der Ekliptik : 





« = 


= 23° 27' i4"4 




Die Rechnung stellt sich wie folgt : 




a 


I59°22'38"4 


165° 16' 47"2 


174° 58' h's 


S 


+ 50° 16' 48"6 


+ 49° 22' 25"8 


+ 47° 5'48"6 


tg* 


0.080 503 


0.066 565 


0.031 816 


sina 


9.546 804 


9.405 003 


8.942 827 


tgN 


0.533 699 


0.661 562 


1.088 989 


N 


73° 41' 22"4 


77° 42' 8"8 


85° 20' 32"l 


N—e 


50 14 8.0 


54 14 54-4 


61 53 17-7 


cos (N— e) 


9.805 931 


9.766 615 


9.673 199 


BecN 


0.551 538 


0.671 643 


1.090 425 


tga 


9n575 565 


9n4i9 497 


8n944 503 


tgA 


9«933 034 


9»857 755 


9„7o8 127 


tg{N-e) 


0.079 815 


0.142 705 


0.272 285 


sinA 


9.813 430 


9.766917 


9.657 810 


tg/J 


9.893 245 


9.909 622 


9.930 095 


Man erhält demnach für die weitere Rechnung die 


folgenden Zahlen : 


T 


'X 


ß- 


L logÄ 


1867 Oct. 1.4672 1 


139° 24' 0" 


+ 38° i' 40" 


188° 15' 34" 0.00021 


3-30897 


144 13 u 


+ 39 4 51 


190 4 27 9-99997 


6.30561 


152 56 55 


+ 40 24 31 


«93 I 49 9-99959 



Die Richtigkeit dieser Werthe muss möglichst geprüft werden^ da dieselben die 
Grundlagen für die weitere Rechnung bilden. Von hier ab wird die Rechnung zweck* 
massig fünfstellig geführt und da ich mich der Gerner th'schen Tafeln bediente, die 
in den trigonometrischen Funktionen von 10" zu 10" fortschreiten, so habe ich als letzte 
Stelle in den Bogengrössen die Bogensekunde angesetzt. 

Vor Allem muss jetzt untersucht werden, ob im gegebenen Falle 01b ers* Me- 
thode mit Vortheil anwendbar ist, ich finde : 

i = i67°3 
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Die Hahnbestimmung nach Olbers' Methode ist demnach nicht sehr günstig, doch 
werden die Beobachtungsfehler noch nicht einen allzu nachtheiligen Einfluss haben. 
Zuerst wurden die Formeln I (pag. 122) angewendet und da •/ > 45® ist, so wählte ich 
die daselbst angesetzte zweite Form. Es findet sich so : 



sin/?, 


9.78961 


sin (X, — L„) 


9,88849 


C08/?, 


9.89637 


sin (X, — L„) cos/?, 


9,78486 


eiaßm 


9.81 173 


sin/?, cotg/ 


9«73585 


coaß,,, 


9.88164 


log Subt. 


0.92276 


l,-L„ 


- 50° 40' 27" 


log Zähl. 


8.81309 


K - L„ 


— 45 51 16 


sin {X,„ — L„) 


9fl78o73 


K, - L„ 


— 37 7 32 


sin(X„,— L„) co8/?„. 


9n66237 


T,„-T„ 


2.99664 


sin/?,,, cotg/ 


9«75797 


T„ - T, 


1. 84176 


log Subt. 


0.60865 


iog(r„,-r„) 


0.47664 


log Nenner 


9-05372 


\of^(T„-T,] 


0.26523 


, Zfthl. 


9-75937 


sin (A„ — L„i 


9.85586 


log (t, : T,„) 


9.21141 


tg/ 


o„o5376 


logJJf 


9.97078 



Der Komet steht demnach zur Zeit der dritten Beobachtung der Erde näher als 
zur 2jeit der ersten Beobachtung. Ich gebe nun die Berechnung der Formeln der zweiten 
Gruppe. Ich habe gefunden nach II. (pag. 1 22) : 

4° 46' 15" 

— 48 51 34 

— 40 4 54 
8.91997 
9.99849 
9.99808 
230835 
7»68973 



X,-L, 

sin {L„, — L,) 
cos (L„, — L,) 
Ä,„cos{A,, — A) 
log SubL 

g cos [G — L,) 



cos 
sin 

g sin [G — A) 

cotg(G-A) 

G — L, 

G 



9.99925 

8.91956 
8^77017 
93° 22' 
281« 37' 50" 
8.92031 



16" 



cos {X, — L,) 


9.81817 


cosi/;, 


9.71454 


sin?/;, 


9-93208 


log/ 


9-71475 


/ 


-f- 0.51850 


logÄ, 


9.93229 


cos (X,„ — L„,) 


9-88373 


coeip,,, 


9-76537 


smtf>,„ 


9.90996 


Ji„, cos Ifj,,, 


9.76496 


log/m 


9.79418 


/. 


+ 0.62256 


It„, sin iff„, 


9-90955 


logÄ,,, 


9-93877 



Nun kann an die Berechnung der Hilfsgrössen geschritten werden , die die Be- 
rechnung von s und q, erleichtern. Ich habe die Rechnung wie folgt gestellt und 
gefunden (III pag. 123) : 

Oppolzer, Bahnbetfümmuiigen. 17 
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1 w 






^m — ^r 


13° 3<i955" 


h 


cos ^ cos {H — X„,) 


8„73207 


COS [X,„ — A,) 


9.98778 




cos 
sin 


9.98215 


sin [l,„ — X,] 


9.36919 


h 


cos ^ sin [H— i.,„) 


9.26556 


3f COS ß„, 


9.85242 




h sin^ 


7n99955 


cos (A,,, — ;.,) COS/$?, 


9.88415 




cos^ 


9.99941 


log SubL 


I. 12035 




h cos 5 


9.28341 


Msinß,„ 


9.78251 




cotg [H - A,„) 


9,46651 


log SubL 


1.78296 


, 


H — X,„ 


106° 19' 4" 


(9'h] 


9-63631 




H 


259 15 59 


Hin^ 


9.58380 




G — H 


22 21 51 


logy 


9.60176 




IgA 


9.28400 


y 


+ 0.39973 




cos [G — H) 


9.96604 


log^ 


9.22011 




cos 9 


9.96545 



Die versuchsweise Ermittlung von q, kann nun beginnen ; ich werde diese Be- 
stimmung von Q, nach beiden oben vorgeschlagenen Methoden (pag. 124) durchfuhren, 
die erstere Methode führt im gegebenen Falle sehr rasch zum Ziele, da zufallig die Ent- 
fernung des Kometen von der Sonne sehr nahe der Einheit gleich ist und es konnte 
desshalb nach dem ersten Versuche sogleich die schärfere Rechnung beginnen. Zuerst 



wurde der Werth — -. — berechnet. 






T,„-T, 


4.83840 


log % 9. 


22132 


\os{T„-T,) 


0.68471 


log^ sin^ 8. 


50411 


log2A 


8.53661 


\^[t:g%\n(f] 9. 


28279 


Versuch 


I. 


II. 


III. 


log(r,-f-r„,)*|W 


0.15051 


0.13432 


0.13649 


cos^ 


9-4333 


9.41711 


9.41928 


tg* 


0.5501 


0.56753 


0.56520 


Ig^tgd 


9.7702 


9.78764 


9-78531 


^tg* 


4-0.5891 


-f- 0.61326 


4- 0.60997 


(Q,) 


-f- 0.9888 


-f- 1.01299 


-f- 1.00970 


Q,—f, 


-f 4703 


+ 0.49449 


+ 0.49120 


Q> —fm 


+ 0.3662 


+ 0.39043 


+ 0.38714 


lg ((?, -/) 


9.6724 


9.69416 


9.69126 


lg %» —fm\ 


9.5637 


9.59154 


9.58787 


tg«, 


9.7401 


9.76187 


9-75897 


tgö,„ 


9.6249 


9.65277 


9.64910 


C08Ö, 


9-9427 


9-93742 


9.93815 


COS e,„ 


9-9645 


9.96003 


9.96065 


logr, 


9.9896 


9.99487 


9.99414 


logr,,, 


9.9450 


9.94952 


9.94890 
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log Add. 


lOl 

0.2793 


0.27895 


0.27900 


log (r,+r,„) 


0.2689 


0.27382 


0.27314 


i log(r,-frJ 


0.1344 


0.13691 


0.13657 


1 log (r, + r„,) 


0.4033 






lg»? 


8.8180 






>? 


0.0658 






log/u 


0.00008 






log(n4-r„,)*|U 


0.13432 


0.13683*) 


0.13649 



Ich führe nun die Versuche nach der zweiten Methode (pag. 126) durch : 

Vorversuche 





log« = 9.1047 




9> 


0.5000 


1.0000 


Q.-f, 


— 0.0185 


+ 0.4815 


Q> — y 


+ 0. 1003 


+ 0.6003 


log (?,-/,) 


8^2672 


9.6825 


log (?, - y) 


9.0013 


9.7784 


tgö, 


8«3349 


9.7502 


tg^ 


9.7812 


0.5583 


cos ö, 


9.9999 


9.9403 


cosd 


9-9324 


9-4257 


ycoa 0, 


9.9999 


9.9701 


lg «2 


9. 1046 


9.0748 


lg«i 


8.5717 


9.0784 


Diff. 


— 0.5329 


+ 36 



Diese Vorversuche zeigen , dass q, ganz in der Nähe von dem Werthe i ist; die 
Uehereinstimmung von ^i und «2 ist in der That im zweiten Versuche so nahe , dass 
durch die Einführung der Näherungsformeln grössere Fehler zu befiirchten stehen. 
Ich interpolire nun aus diesen zwei Versuchen g, auf zwei Decimalen genau , es wird 
q, = I .cx> und damit beginne ich die genauere Berechnung der Versuche. 



*) Da jetzt durch die Versuche I und IL die drei Näherungswerthe 0.15051, 0.13432 und 
0.13683 ermittelt sind, so würde es nicht zweckmässig sein die Rechnung nach dem gegebenen Schema 
fortzuführen, um so mehr wenn die erlangte Annftherung geringer wäre. Ich werde das oben gegebene 
Interpolationsverfahren (pag. 125) anwenden. Es ist: 

wi = 0.15051 öl = — 1619 

«72 = 0.13432 «„==+ «51 * 

tt:^ = 0.13683 dw^=— 34 

demnach ist der Werth für den dritten und, da der Schlusswerth von (r, + r,„)^ fi mit dem Anfangswerthe 
völlig stimmt, letzten Versuch 0.13649. Man hat daher für die Rechnung der Elemente : 

logp, = 0.00419 
^ogQ„, = 9.97497 

17* 
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Versuch 


I. 


II. 


Qr 


I.OOOOO 


1.00972 


Qf—f, 


0.48150 


0.49122 


Q> -/m 


0.37744 


0.38716 


ür-y 


0.60027 


0.60999 


log (?,-/,) 


9.68260 


9.69128 


log (?/« —fm) 


9.57685 


9.58789 


log {q, — y) 


9-77835 


978532 


tgö, 


9.75031 


9.75899 


tg«„, 


9.63808 


9.64912 


tg^ 


0.55824 


0.56521 


C08Ö, 


9.94026 


9.93814 


COS«,,, 


9.96243 


9.96064 


COS^ 


9.42576 


9.41927 


Igs, 


9.07835 


9.08484 


Igr, 


9.99203 


9.99415 


Ign.. 


9.94712 


9.94891 


log^Af. 


0.27916 


0.27900 


lgK + ^.) 


0.27II9 


0.27315 


\lg(r, + r,„) 


0.13559 


0. 13657*5 


lig(n + rj 


0.40678 




lg 7 


8.81454 




^ 


0.06524 




log^ 


0.00008 




logjur 


9.22140 




lg «2 


9.08581 


9.08482.5 


«i 


O.I2I846 


O.I2I570 


«1 


o.i 19770 


O.I2I574 


Ä2 — «, 


+ 0.002076*) 


— 0.000004 



Die im zweiten Versuche gefundene Differenz zwischen ^ und «| ist so klein, 
dass man dieselbe nicht weiter zu berücksichtigen braucht , und die rasche Annäherung 
zeigt die durch das obige Verfahren erlangte Genauigkeit; will man jedoch diese 
Differenz wegschaffen so wird mit Hilfe des Werthes n gefunden : 

dii,= ^- 0.00002 

*) Für den zweiten Versuch würde nach {d) (pag. 1 27) der Werth für ^7" ' = n berechnet , und 

hierfür gefunden : 

^ sin» 9.9840 log/ 8.4497 

Bin$,ff 9.6005 Asin» 9.2680 

sin^, 9.6906 log Add. 0.0614 

MBinO,,, 9.5713 logn 93*94 

log Add. 9*455 lg(«a — «1) 73172 

log Sinnme 9.9361 lg<^r 7.9878 

lgi7fi:2 8.5136 dg, +0.00972 
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und demnach : 

Qf = 1.00970 

log^, = 0.00419 

log?,,, = 9-97497 

in völliger Uebereinstimmnng mit den nach der ersteren Methode erlangten Werthen. 

Zeigt die antängliche Untersuchung der Winkel » und to, dass Olbers' Methode 
nicht mit Vortheil anwendbar ist , so wird man zweckmässig das folgende Verfahren 
einschlagen. Man berechnet vorerst die Lage des zu wählenden grössten Kreises nach : 



tg/8in(A,,~iT) =tg/9,, 
tg/co8(A,,-iT)= ^"'~^' 



(/) 



A,/-/ 



tgj kann positiv genommen werden. Für den zweiten Näherungsausdruck kann, wenn 
es nothwendig scheinen sollte (pag. 118) der genauere Ausdruck gesetzt werden ; der 
ersten Gleichung muss völlig streng genügt werden. Die konstanten Glieder der Fun- 
damentalgleichung berechnen sich nach : 



0, =R,sm{L, — n) 
Q„ = B,, sin {L,, — n) 
Q„, = B,,, sin {L,„ — il) 



Q„, = It,„ sin (L,„ — n) 

(f, = sin/9, cosJ"— sin (l, — il) cos/J, sin J 

^,,, = sin [l,„ — 11) co6ß„f sin/— sin/S,,, cos- 



m 



Hieran schliesst sich die Berechnung der Hilfsgrössen, um r,, r,„ und s als Funk- 
tionen von Q, und Q„f darzustellen. Es finden hier die folgenden Formeln ihre An- 
wendung: 



B = 2 cosßf {B„, cos (l, — L,„) — Bf cos (l, — A ) } 
C== 2 cos /;?,,, {B, cos (k„, — A) — B,„ cos {l,„ — L,„) ) 
/>= 4 (sinH ißn^-ß.) + cosA cos/9,,, sinH (Kr - A,)} 



cos/9, cos (X, — Z,) = cosxp, 

Bf sin jp, = B, 

B,cosipf=f, 



(A,„ — Lf„) = cos %f 
Bf„s\n\pf„ = Bf„ 
72,,, cos !/;„,=/,„ 



cosßf,, cos 



{III) 



sollte die Bestimmung von sini^, und s\n\pf,f aus der Cosinusfunktion zu unsicher sein, 
so wird man nehmen: 

siaxpf^ = co8/9,2 sin [l, — X, )2 + sin/9,2 
mitlßfff = COS/92,,, sin (l^^^ — LJ2 + sin/92,,. 

Nun werden die Grössen ermittelt , die Funktionen der Zwischenzeiten sind ; man hat 
zu berechnen : 
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{T„-T;)k = x,„ (T,„—T„)k = T, 

[T,„ - T,) k = T„ log* = 8.235581 

U fff l *fff 'fft ' 

um 

Die Relation zwischen qf„ und q, wird nun : 



(/F) 



iim = G + 



V,+ r„,)^ 



l^+^?SSl+£'ä K,.7q^,3(/+*?s£)U' (^) 



Die Abhängigkeit von r,, r„, und « von ^, und ^„, stellt sich dar durch : 



-Jl. 



B, 

9 Hl Jtt\ 



= tgÖ, r, = B, secö, = {q, — / ) cosec«, 

r,„ = fi„, 8ecÖ„, = (e„, — /,„) cosecö,„ 

■ — n.) 



_B -tgÖ„, 
Ausserdem ist zu suchen : 



[VI) 



82 = 



(VII) 



fi wird aus der Tafel VIII mit dem Argumente t] entlehnt. Es ist aber : 



V = 



ir,-^r,„) 



i 



Die Gleichungen (V) {VI) und {VII} sind so durch Versuche aufzulösen ^ dass ein 
angenommener Werth von q, der Bedingung genügt 

*i = «2 
Die Versuche können auf die folgende Weise durchgeführt werden. Da sich mit 
Sicherheit über den Werth von q, im Voraus nichts bestimmen lässt, so wird man je 
nach den Umständen zwei Werthe für q, annehmen mit denen man die Rechnung 
beginnt. Lässt eine grosse geocentrische Bewegung des Kometen auf eine bedeutende 
Annäherung schliessen , so wird man etwa setzen q, o. i und o. 5 ; gewöhnlich werden 
die Werthe 0.5 und i.o mit Vortheil angewendet werden. Bei den ersten Versuchen 
genügt eine drei- bis vierstellige Rechnung. Mit dem gewählten q, berechnet man 
zuerst nach [VI) den Radiusvector r, und setzt vorläufig in (F), H, /*) und h der Null 
gleich, so bestimmt sich q„, nach 

^^1 u in 'in 

Nach den übrigen Formeln in {VI) berechnet man nun r,„ und «,. Aus r, und r„, 
bestimmt man nach {VII) : «2 nachdem man vorerst /«= i setzt; s^ soll mit «2 stimmen. 

•) Ist eine der äusseren Beobachtungen unvollständig (pag. 97 und 114), so muss sofort beim 
ersten Versuche /berücksichtigt werden, ähnlich so wie Fm Rechnung gezogen wird. 



Digitized by 



Google 



i35 

Nenne ich die Differenz dieser Werthe («i — «2) ^ den ersten Versuch rf, , für den 
zweiten d„ , so erhält man einen Näherungswerth von q, nach 

mit welchem Werthe die Rechnung wiederholt wird ; aus den vorhandenen zwei Werthen 
von log (r, -f- r„,) interpolirt man linear die Werthe von log (r, -f- r,„) welche der neuen 
Annahme von q, entsprechen und ermittelt jetzt Alles genauer. Man wird ansetzen 

und berechnet , wie früher , r, , r,„ , s^ und «2 5 sollte man , wie man diess am Beginne 
dieses dritten Versuches sieht , der Wahrheit schon ziemlich nahe sein^ so kann man 
den Werth von fi in Rechnung bringen. Die bereits vorhandenen Versuche werden 
nach Beendigung dieses dritten Versuches einen ziemlich sicheren Schluss (Inter- 
polation) gestatten auf den wahren Werth von q, ; für den vierten Versuch werden die 
Werthe von (r, -f- ^n») ebenfalls wie früher durch lineare Interpolation bestimmt. Ist man 
der Wahrheit schon nahe gekommen , so kann man die Glieder dritter Ordnung jetzt 
schon mitnelimen, die in den späteren Hypothesen im Allgemeinen ungeändert bei- 
behalten werden können, wenn nicht die angenommenen Werthe allzu fehlerhaft waren. 
Auf die angegebene Weise wird man so lange q, abändern , bis die völlige Ueberein- 
stimmung der Werthe «j und «2 erreicht ist. 

Um nun vorstehende Formeln ebenfalls durch ein Beispiel zu erläutern, nehme 
ich die drei oben gewählten Beobachtungen des Kometen III 1867 vor; wiewol Olbers' 
Methode in dem vorliegenden Falle gewiss mit Vortheil noch angewendet wird, so wähle 
ich dennoch dieses Beispiel, da einerseits eine Parallelrechnung die Vergleichung beider 
Methoden erleichtert und andererseits ich bei der Veröffentlichung der vorstehenden 
Methode (Sitzungsberichte der kais. Akademie der Wissenschafte^ in Wien, Bd. LVII) 
ein Beispiel gerechnet habe, wo Olbers' Methode schon fast im Stiche lässt und eine 
ungewöhnliche Genauigkeit der Beobachtungen fordert um brauchbare Resultate zu 
liefern. Ich setze die Grundlagen der Rechnung nochmals hier an : 

Berliner Zeit X ß L log R 

1867 Octob. 1.467 21 139^24' o" +38*^ i' 40" 188" 15' 34" 0.00021 

3.30897 144 13 II +39 4 51 190 4 27 9-99997 

6.30561 152 56 55 +40 24 31 193 I 49 9-99959 

Ich berechne zuerst die Lage des grössten Kreises , der für die Bestimmung am 
günstigsten ist. Es findet sich nach (I) : 

X,„ — l, + 8 1 2'9 tg (l„ — n) 9fi 1 543 1 

ß„,-'ß, +-142.8 K — n 171^ 52' 51" 

log [l,„ — l] 2.91004 JI — 27« 39' 40" 

^^gißn» — ß.) 2.15473 

tg/sin(X„ — TL) 9.90962 tg/ 0.75969 



sin 
cos 



9^99562 sin/ 9-99353 



tg/co8(A„ — il) 0^75531 cos/ 9-23334 
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Ich gehe nun zur Berechnung der Formeln (//) über und stelle die Rechnung wie folgt: 



sin/?, 


9.78961 




i,-n 


167" 3' 40' 


C08/9, 


9.89637 




K, — n 


180 36 35 


sin/?,,. 


9.81173 




sin (A, — JT) 


9-35008 


cos/?,,, 


9.88164 




sin (^, — JI) cos/?, 


9.24645 


L,-n 


215° 55' 


14" 


lg// 


9.23998 


L„- n 


217 44 


7 


lg/ 


9.02345 


L,„ - n 


220 41 


29 


lug Svht. 


0. 18951 


sin {L, — 11) 


9n76839 




lg(f. 


»„83394 


sin [L„ — JT) 


9,78676 




sin (i,„ — Tl) 


8,02700 


sin {L,„ — Tl) 


9„8i424 




sin (X,„ — TT) cos/?„, 


7,90864 


•og0. 


9„7686o 




lg/ 


7n902l7 


log0„ 


9»78673 




lg// 


9.04557 


log©,,, 


9»8«383 




log^rfj. 


0.03015 



-0.65137 






9»o7572 



Die Genauigkeitszunahme in dem Verhältnisse ~ ist sehr merkbar , denn bei 

der Hestimmung nach Olbers' Methode werden diese Zahlen, wenn man beachtet 
dieselben homogen zu machen 

log(f^, = 8.68780 

logcf ,,, = 8.92843 
Wie man sieht ist jedoch diese Genauigkeitszunahme noch nicht so bedeutend , dass 
die Nothwendigkeit hervortreten würde, 01b ers' Rechnungsvorschriften zu verlassen, 
und man wird sich in der Praxis an die oben angesetzten Grenzen zu halten haben ; 
man kann nur bemerken, dass in der That die Vergrösserung der Genauigkeit nahe 
dem Näherungsausdrucke 



C08(t— lo) 

entspricht. 

Jetzt sind die Hilfsgrössen zu berechnen, welche die Darstellung von r, r,„ und s 
als Funktionen von q, und q,f, erleichtem. Ich habe gefunden : 



log. SubL 


2.845 


^f J-'ttt 


-53^h'49" 


log (iE,,, -Ä,) 


7-155 


X.-L, 


— 48 51 34 


2 log [R,„ — E;) 


4.310 


^w Li 


— 35 18 39 


[L,„ - A) 


4" 46' 15" 


^m — l^tu 


— 40 4 54 


\ (L,„ — L,] 


2 23 7.5 


COS [l, — L,„) 


9-77305 


sin { {L,„ — L,) 


8.61932 


cos (l, — Lf] 


9.81817 


sin| (i,,, --Z/,)2 


7.23864 


COS [l,„ — L,) 


9.91170 


4 Rf R„, 


0.60186 


COS (l„, — L,„) 


9.88373 


log// 


7.84050 


R,„ cos {X, — L„!\ 


9.77264 


log Add. 


0.00013 


R, cos [X, — L) 


9.81838 


Ig^ 


7.84063 


X^SubL 


0.95442 



Digitized by 



Google 



A 


1 er f 

0.006928 




8^81822 


ß,„ - ß. 


2^ 22' 51" 


2 cos ß, 


0.19740 


K„i Kf 


133255 


\gB 


9„oi562 


\ {ß^ - ß.) 


I II 25.5 


R, cos [K„ — L,) 


9.91191 


\{K.-K] 


64627.5 


R„f cos [X„, — Z,„) 


9.88332 


sin^K^,,, — A,) 


8.14346 


log SubL 


1.16720 


cos/?, COS/S,,, 


9.77801 




8.71612 


lg// 


7.92147 


2 cos ß„, 


0.18267 


sinJ-JO?,,, — /?,) 


6.63510 


Ige 


8.89879 


lg Add. 


0.02190 


lg SubL 


0.51051 


lg|^ 


7.94337 


lg (5 + C) 


8„38828 


lg/) 


8.54543 


lg£ 


9«84285 


C 


+ 0.07921 


E 


-0.69638 


cos i/;, 


9.71454 


cos ^„, 


9-76537 


sin i/;, 


9.93208 


sin \l),„ 


9.90996 


IgÄ 


9.93229 


lg Ä. 


9-90955 


lg/ 


9-71475 


lg/. 


9.76496 


/ 


+ 0.51850 


A 


+ 0.58205 


Nun sind zum 


Abschlüsse der Vorbereitungsrechnungen noch die von den 


henzeiten abhängigen Grössen zu berechnen. 


Ich finde dieselben 


nach (IV) 


T„ - T, 


1.84176 


log g€^. 


7-1173 


T„. - T. 


4.83840 


sin /: (f„, 


o„9i78i 


T,„ - T„ 


2.99664 


logG 


8n035i 


lg \T„ ~ T,) 


0.26523 


G 


— 0.01084 


lg [T„, - r,) 


0.68471 


lg/ 


7-19843 


lg [T„. - y,,) 


0.47664 


lg// 


7„9788i 


lg ■t.« 


8.50081 


lg «Sm6. 


0.07874 


lg«" 


8.92029 




7„9ooo7 


Igr, 


8.71222 


igi*;" 

(J ni 


i„04275 


lg t, : r„, 


0.21141 


log/' 


8.94282 


Ig r„ : T„, 


0.41948 


/' 


+ 0.08766 


Igi^,* 


7.42444 


t^, «^», 


721303 


lg r,.,^ 


7.00162 


r,-^Q, 


7n 19304 


lg ««^ 


7.84058 - 


r, r,„ 0„ 


6„99976 


lg Subi. 


0.20602 


lg Sub. 


0.25138 


lg iS"«»/. 


0.06798 




6„74838 


lg (r„,2 - r,2) 


7^21842 


4 sin /: cf ,„ 


Ifl5i987 


lg 'T-,.^ - r.„i) 


7.77260 


lg// 


8.26825 


lg ^ 0, 


9„98ooi 


lg/ 


7n34336 


lg r 0" 


0^20621 


/ 


— 0.002205 


Oppolzer, Bahnbestimmniigen. 
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r 0" 


1 U\ 

— 0.95502 


igÄ 




+ 1.60770 


•^^: 


Summe 


-f- 0.65268 


IgJfo 


«in .T 


4- 0.00131 


Igr 



7.81509 

9.75822 

9.96963 

9-22132 

Die Fundamentalgleichung stellt sich demnach wie folgt (die überstrichenen 
Zahlen sind Logarithmen) : 

?„, = - 0.0,084 + ^^^ !+ 0.08766 + 8-:^68i ^^J 

+ 9.96963 j I + i;r^3 (- 0.002205 + T^^^ ^) j ?. 

Ich löse nun die Gleichungen auf und mache die Vorversuche mit den zwei 
Werthen 0.5 und i.o, und setze vorläufig fti = i , Mit Rücksicht auf die in den Vor- 
versuchen gestatteten Vereinfachungen erhalte ich 



Q' 


0.5000 


I.OOOO 


log yr, + r„, 


0.1118 


0.1355 


Q'-f' 


— 0.0185 


+ 0,4815 


lg% 


9. 1095 


9.0850 


lg (?--/) 


81.2672 


9.6825 


£ + Q„, 


— 0.2127 


+ 0.2368 


tgö. 


8«3349 


9.7502 


lg {E + (),„) 


9„3278 


9-3743 


cos 6, 


9-9999 


9-9403 


lg/>C' 


8.2444 


8.5454 


\gr, 


9-9324, 


9.9920 


lg// 


7„5722 


7-9197 


lg 2r, 


0-2334 


0. 2930 


Qm — Q, 


— 0.0163 


— 0.0668 


lg8r,» 


0.7002 


0.8790 


e,„ — Q, + 


+ 0.0629 


+ 0.0124 


lg// 


8.2426 


8.0638 


hiQ'>'-Q' + 0] 


8.7987 


8.0934 


// 


+ 0.0175 


+ 0.01 16 


lg (?'" - Q') 


8«2I22 


8«8248 


I+II 


+ 0.0067 


+ 0.0008 


lg/// 


7„oio9 


6„9i82 


lg/// 


9.6686 


9.9696 


// 


— 0.00373 


+ 0.00831 


in 


4- 0.4662 


+ 0.9324 


III 


— 0.00103 


— 0.00083 


Qm 


+ 0.4837 


+ 0.9332 


11+ III 


— 0.00476 


+ 0.00748 


Qm — fm 


— 0.0983 


+ 0.3512 


«,^ 


+ 0.00217 


+ 0.01441 


lg (?»/—/») 


8„9926 


9-5455 


lg»i* 


7-3365 


8.1587 


tgö,„ 


9n083i 


9.6360 


lg«. 


8.6682 


9-0793 


cos dm 


9.9968 


9.9627 


«1 


4- 0.0466 


+ 0. 1 200 


lgn„ 


9.9127 


9.9468 


«» 


+ 0.1287 


+ 0.1218 


]gAdd 


0.2913 


0.2790 


J 


-821 


— 18 


\g{r.+r„,) 


0.2237 


0.2710 




- 





Aus den Vorversuchen erschliesse ich sofort, dass der wahre VVerth von q, bei 
I.Ol liegt. Der Werth {r„, — r,) lässt sich mit hinlänglicher Sicherheit berechnen. Ich 
nehme für den ersten Versuch 

lg :i^;= 8.720 ig-:^-3=9-.843 

und finde durch eine leichte Nebenrechnung sofort 

Qm = + 0.00241 -I- 9.96946 p, 
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Nach Beendigung des ersten Versuches fand sich wieder, indem die Glieder drittel* 
Ordnung ungeändert gelassen wurden 

lg (^ + ^/f)"" = 9-i8QQ / 

Qm = + 0.00231-1-9.96946^, 
für den dritten und vierten Versuch ergab sich 

lg {r, + r,„) = 9-1813 

Qm = +0.00232 + 9.96946 e, 

Es ist ersichtlich, dass die Interpolation so lange keine scharfen Resultate liefert, 
so lange noch in den Werthen von m und M Aenderungen vorgenommen werden , und 
erst wenn diese völlig genau ermittelt sind, kann die lineare Interpolation mit Sicher- 
heit stattfinden. Ich habe zur Ermittlung der nothwendigen Aenderungen stets die 
Werthe benutzt, die mir die vorausgehenden Versuche ergaben. Der im ersten Ver- 
such ermittelte Werth von ^ konnte für alle Versuche ungeändert beibehalten werden. 
Die Rechnung stellte sich bei den Versuchen wie folgt: 



Versuch 


I. 


II. 


m. 


IV. 


Q> 


I.OIOO 


1.00844 


1.00900 


1. 00881 


log?, 


0.00432 


0.00365 


0.00389 


0.00381 


log// 


9-9737B 


9-9731» 


9-97335 


9-97327 


II 


+ 0.94142 


+ 0.93996 


+ 0.94048 


+ 0.94030 


Q." 


+ 0.94383 


+ 0.94227 


+ 0.94280 


+ 0.94262 


?' --/ 


+ 0.49150 


+ 0.48994 


+ 0.49050 


+ 0.49031 


Qfft Jtff 


+ 0.36178 


+ 0.36022 


+ 0.36075 


+ 0.36057 


lg(^.~/) 


9.69152 


9.69015 


9.69064 


9.69047 


lg(^/f/— /m) 


9-55845 


9.55656 


9-55721 


9.55699 


tgö, 


9.75923 


9.75786 


9-75835 


9.75818 


. tg e„r 


9.64890 


9.64701 


9.64766 


9-64744 


COS ö, 


9.93808 


9.93842 


9.93830 


9-93834 


cos e„, 


9.96067 


9.96099 


9.96088 


9.96092 


logr, 


9.99421 


9-99387 


9-99399 


9-99395 


logr,,, 


9.94888 


9.94856 


9.94867 


9.94863 


log Add 


0.27896 


0.27897 


0.27896 


0.27896 


lg [r, + rj 


0.27317 


0.27284 


0.27295 


0.27291 


llg(r, + rj 


0.13658 


0.13642 


0.13647 


0.13645 


logiUT 


9.22140 


9.22140 


9.22140 


9.22140 


Ig^ 


9.08482 


0.08498 


9-08493 


9.08495 


E+Q.r 


+ 0.24745 


+ 0.24589 


+ 0.24642 


+ 0.24624 


log {E+Q,„) 


9-39349 


9.39074 


9.39168 


9-39136 


log Dq, 


8.54975 


8.54908 


8.54932 


8.54924 


lg II 


7.94324 


7.93982 


7.94100 


7.94060 


dfff - df 


— 0.06617 


— 0.06617 


— 0.06620 


— 0.06619 


q^ff — Qf+C 


+ 0.01304 


+ 0.01304 


+ 0.01301 


+ 0.01302 


log(?ff, — ?,+ CT 


8.11528 


8.11528 


8.1 1428 


8.11461 

18* 

Digitized by 



Google 



Versuch 


I. 


IL 


III. 


IV. 


log {Qn, — Q,) 


8„82o66 


8^82066 


8„82o86 


8^82079 


loK /// 


. 6„93594 


6n93594 


6„935i4 


6n93540 


// 


4-0.008775 


+ 0.008706 


+ 0.008730 


+ 0.008722 


in 


— 863 


— 863 


— 861 


— 862 


11 4- /// 


+ 0.007912 


+ 0.007843 


+ 0.007869 


+ 0.007860 


*1^ 


+ 0.014840 


+ 0.014771 


+ 0.014797 


+ 0.014788 


lg*l* 


8.17143 


8.1 6941 


8.17017 


8.1 6991 


lg*. 


9.08571 


9.08470 


9.08508 


9.08495 


J 


+ 89 


— 28 


+ 15 





Es ist demnach 











logg, = 0.00381 

log q,„ = 9-97434 
Vergleicht man diese Logarithmen mit denjenigen, welche nach Olbers' Me- 
thode (pag. 133) erhalten wurden, so zeigen sich die folgenden Differenzen in Ein- 
heiten der letzten Decimale 

^log 5, = + 38 

rflog q,„ = + 63 
Die Unterschiede sind nicht klein, und können entweder in Beobachtungsfehlem oder 
in einer Abweichung der Bahn von einer Parabel, oder endlich in der verschiedenen 
Annäherung, mit der die Verhältnisse der Dreiecksflächen in den verschiedenen Me- 
thoden ersetzt werden, ihre Erklärung finden; den eben jetzt erhaltenen Werthen 
wird man den Vorzug einräumen müssen, da dieselben so bestimmt sind, dass die 
Beobachtungsfehler den möglichst geringen nachtheiligen Einfluss ausüben; es ist 
wol immerhin möglich, dass zufällig die ßeobachtungsfehler sich nach Olbers' Me- 
thode mehr eliminiren, als nach dem eben vorgetragenen Verfahren, doch diess ist eine 
Zufälligkeit, auf die man nicht rechnen darf, und es muss im Allgemeinen den letzten 
Werthen der Vorzug gegeben werden. Die später mit diesen Elementen vorgenommene 
Verbesserung bestätigt in der That die überwiegende Genauigkeit der nach der zweiten 
Methode erlangten Werthe. Es findet sich log q, = 0.00358. 

Es kann nun an die Bestimmung der Elemente geschritten werden, da eine Ver- 
besserung der Verhältnisse der Dreiecksflächen nicht vorgenommen zu werden braucht, 
da diese bei den Verhältnissen, wie sie die Kometen meist bieten, selbst bei lOtägigem 
Zeitintervalle hinreichend genau durch die Zwischenzeiten dargestellt sind. Wollte 
man diese Verbesserungen aus irgend welchen Gründen vornehmen , so ist nur die 
Kenntniss von r,, erforderlich, um alles mit der hinreichenden Schärfe zu ermitteln, 
da, wie auf pag. 102, 104 gezeigt wurde, aus den begrenzenden Radienvektoren und 
der Zwischenzeit das Verhältniss : Sector zum Dreieck, in einer Parabel bestimmt wer- 
den kann. Es kann aber r,, streng nach den Grundsätzen der bisherigen Lösung de» 
Problems ohne Kenntniss der Elemente bestimmt werden. Quadrirt man die Glei- 
chungen (3) in §. I (pag. 96) und addirt, so wird zunächst 

r„ä = [nr,]^ + (n^r,,,)« + 2nn" [x, x,„ + y, y„, + z, zj 
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wenn ich den Winkel zwischen dem ersten und dritten Radiusvector mit : {u„, — u,) 

bezeichne^ so wird sofort 

r,,« = {nr,)^ + (nr,„)^ + 2 {nr,) {n"r,„) cos {u,,, - u,) 

cos (u,„ — u,) kann aber durch die jetzt bekannte Sehne s und r, und r,„ berechnet 

werden, denn es ist 

2r,r,„ cos (u,„ — u,) = r,^ + r„,^ — «« 

also 

r,,2 = {n + n") (nr,^ "+ n"r,„^) — nn"s^ 

Die Berechnung von n und n" geschieht leicht nach den vorhandenen Grössen , denn 



es ist 



wobei die Verhältnisse 



[n r,„] 



I 




[r. 


»•,«] 






»" 




[r, 


r„] 




: 


[r, 
[r, 




und 


[r, 





_L _ [r, r,„] _ [r, r„ ] 
n [r„ r,„] lr„ r„,] 



[n 0.] 



nach den Formeln 9 des §. 6 (pag. 110) be- 



rechnet werden können, was um so leichter geschieht, wenn man bedenkt, dass die 
in denselben enthaltenen Koefficienten in den bislang ausgeführten Rechnungen ent- 
halten sind. Man wird selten oder nie Veranlassung haben , von diesen Formeln Ge- 
brauch zu machen, da man zweckmässig auf eine andere Weise verfährt, wenn man 
eine grössere Genauigkeit erlangen will, welches Verfahren ich später auseinandersetzen 
werde. 



§. 10. Bestimmang der Elemente ans q, und ^,,, . 

Um möglichst unabhängig zu sein von allen bisherigen Rechnungen, wird es 
zweckmässig sein , aus q, und q„, und aus den der Rechnung zu Grunde gelogten Ko- 
meten- und Sonnenorten die Elemente abzuleiten; es werden sich so im Verlaufe der 
Rechnung Proben ergeben, die über die Richtigkeit der anderweitigen Rechnungen 
keinen Zweifel übrig lassen. Ich habe die Formeln so gestellt, wie sich dieselben bei 
der Anwendung von Additions- und Subtractionslogarithmen bequem gestalten , und 
habe demnach die Einführung von Hilfswinkeln durchaus vermieden. 

Zuerst leite ich die heliocentrischen Coordinaten des Kometen ab, die mit r, / 
und b bezeichnet sein sollen; es wird sich zunächst ergeben 

Q cos X cos ß — -B cos L == r cos b cos / 
Q sin X cos ß — Rsin L =r cos b sin / 
Q Bin ß = r sin b 
Zählt man nun fiir die Transformation des ersten Ortes die Längen vom Punkte 
L, , fiir den dritten Ort von L,,, , so erhält man 

Qf COS [l, — L,) cos/?, — Iif = r, cos bf cos (/, — L,) 
Qf sin (A, — L,) cos ß, = r, cos b, sin (/, — L,) 
Q^ sin/l?, = r, sin b, 
Q,„ COS {l,„ — L„f) cos/S,,, — R,„ = r,„ cos b,„ cos (l„, — L,„) 
Q„, sin (l,„ — L,„) cos ß„, = r,„ cosb„, sin {l,„ — L,„) 
Q,„ sin ß,„ = r„, sin b„, 
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Man wird r, und r,„ identisch mit den früher anderweitig gefundenen Werthen 
finden müssen ; diese Probe ist aber nicht durchgreifend, indem sie nur die Richtigkeit 
der Hilfsgrössen prüft, durch die r, und r„, als Funktionen von q, und q,,, dargestellt wur- 
den; sind die Winkel J,, b,„, {l, — L,) und (l„, — L,„) sehr klein oder nahe an ±90*^, 
so wird die Uebereinstimmung der Werthe von r, und r,„ auch nicht als eine verläßliche 
Prüfling £ür die eben ausgeführten Rechnungen gelten können. Es mag hier bemerkt 
werden , dass man nicht nöthig hat , die Winkel b, und b,„ aufzuschlagen , für die wei- 
teren Rechnungen genügt die Kenntniss der ohnediess ermittelten Grössen tgb, und 
tg b„f . Man bestimmt also r, , r,„ , /, , /„, , tg b, und tg b,,, . Die Ansicht der Grössen / 
ergibt sofort, ob die Neigung grösser oder kleiner als 90° ist. Es ist 

tg f positiv wenn {l,„ — /,) positiv ist 
tg t negativ „ „ negativ „ 

Mit Rücksicht auf das eben erwähnte kann sofort an die Bestimmung des Kno- 
tens und der Neigung geschritten werden. Legt man durch die beiden heliocentrischen 
Orte einen grössten Kreis und bezeichnet die Länge des Einschnittes dieses grössten 
Kreises in die Fundamentalebene mit dem Zeichen des aufsteigenden Knotens (Qj und 
zwar den Einschnitt, wo dieser Kreis in die Richtung der Bewegung des Kometen von 
der südlichen in die nördliche Hemisphäre tritt, und nennt den Winkel, den dieser 
grösste Kreis am aufsteigenden Knoten mit der Ekliptik bildet [ersterer in der Rich- 
tung der Kometenbewegung , letztere in der Richtung der Zodiakuszeichen] die Nei- 
gung (f) vergl. pag. 7, so ergibt sich leicht aus der Betrachtung der rechtwinkligen 
sphärischen Dreiecke 

tg J, = tg i sin (/, — Q) 
tg b,„ = tg i sin {l„, — Q ) 
Schreibt man nun statt: (/,„ — Q) den Werth: (l„, — /,) -f- (^/ — ^) so erhält 
man leicht 

tg^'sin (/, — Q) = tgJ, j 

'«••-('■-")= '"--A-',!r'''' I " 

lieber den Quadranten , in denen die zu bestimmenden Winkel zu nehmen sind, 
kann kein Zweifel obwalten, da das Zeichen von tgt durch das Zeichen der Differenz: 
{l„, — l,) bestimmt ist. 

Nachdem Q und t ermittelt ist, kann an die Berechnung der Abstände der Ko- 
meten vom Knoten (Argument der Breite) geschritten werden; diese Abstände, die ich 
mit u, und u,,^ bezeichne, sind die Hypothenusen der früher betrachteten rechtwinkligen 
Dreiecke. Man hat demnach 

cos (/, — Q) cos bf = cos u, cos [l,,, — Q) cosb,,, = cost^,^ 

8in(/,->Q)co8 5, _ . 8in(^,,— Q) co9b,„ _ . 

• •^— Olli W» . — Diu W#»/ 

cos t cos t 

sin b, , sin h,„ 

— ; — 1 =s sin u, —-, — ^ = sm Um 

smt ' sint ^" 

sinu wird, je nachdem tgi >±: i ist, nach der zweiten oder dritten Form bestimmt. 

In der Anwendung selbst wird man demnach setzen 
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tgt<±i 

^ ' COS t "^ W (jQg , 

tgV>±i 

^ ' COS (/, — Q) sin» ^ '" cos (/,„— Q) sin» 

der Quadrant in dem u zu nehmen ist, wird leicht bestimmt, indem einerseits <iem 
Zeichen der Tangente genügt werden muss und andererseits nach dem Obigen sin b 
mit sinu gleich bezeichnet ist. 

Die Differenz der wahren Anomalien wird aber auch gleich sein : u,„ — u, . Hier 
findet eine gute Prüfung statt. Setzt man 

^ = 4 (^/ + r„, + s) ^ 

so ist I jy 

oder da (u,,, — u,) bei ersten Bahnbestimmungen nur sehr massig sein kann , so wird es 
auch ausreichen diesen Winkel zu berechnen nach 



sin i («„, - «,) = l/'^^ 



-r,) {Z^r„ 



Die hierbei anzuwendenden Werthe von r, , r,„ und 8 werden der Auflösung der 
Eul er' sehen Gleichung entnommen und die so gefundene Differenz der wahren Ano- 
malien muss innerhalb der Unsicherheit der logarilhmisehen Rechnung mit der nach 
///gefundenen Differenz der Argumente der Breite stimmen. Kleine Differenzen, die 
innerhalb der eben erwähnten Grenzen liegen, können auf t«, und u„, gleichmässig ver- 
theilt werden. Diese Probe prüft die Vorbereitungsrechnungen für r, , r,„ und 8 . 

Aus der Differenz der Anomalien und den Radienvektoren können die wahren 
Anomalien imd der Perihelabstand gefunden werden. Es ist bekanntlich 

cos ^ t?, I 

TT ~ V^ ' ' 

cos i v„, ___ _J_ 
V2 Vr„f 

Setzt man nun für \ [u„f — «,) =fi so wird 

demnach findet man aus der zweiten Gleichung 

sin 4 V. /cos/ i \ , 

— /-^ = {--— — -r— ) cosec/ 

und es wird daher für die weitere Rechnung sein 

'-;r- COS * t?, = -7— 1 

Vq ^ ' Vr^ \ y 

I •„ 1 „ cotg I {u„, — u,) cosec ^ [ti„, — u,) ( 

, sin 'S" "/ ^^~ , ~~~~ -^— 1 

Vq ^ Vr, yr,„ J 

wodurch v, und q bestimmt sind. Es ist aber auch 

v„, — f>f+ (u„, — u,] 

und bezeichnet man mit u) den Abstand des Perihels vom Knoten und mit n die Länge 

des Perihels, so wird sofort 
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10 = U, — V, = U„, — V,„ \ j 

TT = W -f- ^ j 

Jetzt ist nur noch die Zeit des Perihels zir bestimmen. Bei der Entwicklung 
Gesetze der parabolischen Bewegung (pag. 5 1 ) wurde der Gebrauch der in di 
Werke aufgenommenen Barker'schen Tafel (Tafel F) gezeigt. Entlehnt mar 
mit den Argumenten v, und v„f aus dieser Tafel die Werthe von M (oder log 3f), "• 
Werthe das Zeichen der wahren Anomalien haben, so wird die Perihelzeit erhalte 
T=Z^M,qi T=T,„^M„,qi \ VII 

Die Uebereinstimmung der Werthe für T prüft die Richtigkeit der Aufl 
der Eul er' sehen Gleichung. Hiermit ist die Rechnung der Elemente abgeschlf 
Gewöhnlich prüft man zweckmässig die Richtigkeit der angewandten Beobachti 
damit , dass man aus den Elementen die Darstellung der mittleren Beobachtung s 
Man rechnet zunächst v„ für die Zeit der zweiten Beobachtung mit Hilfe der Barker'- 
schen Tafel, und dann 

r„ = <^ sec2|t7,, 

so wird (pag. 2 1 ) 

Qff cos ßf, cos [X„ — Q) =r„ cos %, + It,, cos (L„ — Q) 
q„ cos ß„ sin (X„ — Q) = r„ sin u,, cos j + ^n sin [L„ — 0) 
Q„ sin ß„ = r„ sin u„ sin t 
wobei die Uebereinstimmung der berechneten Werthe mit den beobachteten genügend 
befunden werden muss. Ist die Rechnung richtig geführt und sind die Zwischenzeiten 
nicht zu gross, so dass die Ersetzimg der Dreiecksflächen durch die Zwischenzeiten hin- 
reichend verlässlich ist, so muss der berechnete Ort in dem gewählten grössten Kreise 
liegen, der als Bedingung für die mittlere Beobachtung eingeführt ist. Der Zweck 
einer solchen ersten Bahnbestimmung ist in der Regel die rasche Beischaffung einer 
Ephemeride, um leicht den Kometen weiter verfolgen zu können. Die Anleitung aus 
den Elementen die Ephemeride abzuleiten, findet sich auf pag. 17, 19 und 20. 

Häufig ist es auch von Interesse, zu sehen, ob die ermittelten Elemente des 
Kometen mit bisher berechneten eine Aehnlichkeit zeigen , um in günstigen «Fällen 
rasch einen sicheren Schluss auf die ümlaufszeit zu erhalten ; ich habe zu diesem Ende 
als Tafel XI ein Verzeichniss der bisher berechneten Kometenelemente angelegt, an- 
geordnet nach der Neigung der Bahn (dieses Element ist das konstanteste) , und hierbei 
eine mir von Dr. Edmund Weiss freundlichst zur Disposition gestellte Zusammenstel- 
lung benutzt, in der alle Elemente auf das mittl. Aeq. 1850 bezogen erscheinen. Für 
den vorliegenden Zweck war es ausreichend, die Angaben der Elemente nur ganz bei- 
läufig mitzutheilen. Die ersten sechs Kolumnen der Tafel XJ bedürfen kaum einer Er- 
klärung, nur die letzte mit No. überschriebene Kolumne muss erläutert werden. Die 
Nummern beziehen sich nämlich auf das bekannte Verzeichniss von Prof. J. G. Galle. 
Die in Klammem ( ) angesetzten Nummern finden sich nicht mehr in diesem Kataloge 
vor und würden gleichsam der fortgesetzten Reihe der Kometenelemente entsprechen. 

Ich nehme nun zur Erläuterung das oben angefangene Beispiel wieder vor imd 
wähle zur Bestimmung der Elemente die Werthe 
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log e' = 0.00381 

log Q,n = 9-97434 
Ich finde nun nach Formel / 

/, = 59039' 50" /,, = 58%8'i" 

tgb, = 9.90936 tgb„, = 9.97653 

Ign = 9.99395 Ign^' = 9-94864 

Die Probe, dass Igr, und lgr„, so gefunden werden muss, wie diess in den bis- 
herigen Rechnungen geschah, stimmt völlig; da die Lfingen des Kometen abnehmen, 
so ist tgf negativ und die Neigung zvrischen 90° und 180° eingeschlossen. Weiter 
wird nach // 

Q = 64^48' 33" i = 96° 18' 19" 

und nach ///wurde ermittelt 

u, = 39° 20 52" u„, = 43^47' 2" 

Die unter IV angesetzte Probe lässt finden 

Die Fehler, die sich jetzt zeigen und völlig innerhalb der Grenzen der Unsicher- 
heit einer fünfstelligen logarithmischen Rechnung liegen , wurden gleichmässig auf die 
Argumente der Breite vertheilt und angenommen 

w, = 39° 20' 54" u,„ = 43*^ 47' o" 

Nach V erhält man 

logy = 9.52152 f>, = 54^30' 58" 

damit berechnet sich die Länge des Perihels nach VI 

TT =213° 11' 23" 
Die Perihelzeit wurde sowol aus v,, als aus v,„ abgeleitet und nach VII gefunden 

aus t?, Nov. 7.0472 

>, t>fn yp 7-0473 

welche Uebereinstimmung grösser ist, als es erwartet werden kann. Die Elemente sind 
demnach zusammengestellt 

r= 1867 Nov. 7.04725 Berlin. Zeit. 
TT = 2 13*^ 11' 23" \ 
ß_ 5^o^8'33" ^«^^^A«q- 
i= 96° 18' 19" ) ^''"^•^• 
logy= 9-52152 
Rechnet man nun die Darstellung der mittleren Beobachtung nach den oben an- 
gesetzten Formeln, so findet sich 

dX„ cos ß„ = + 8" 
dß„ = —iö" 
was so genau, als es enii'artet werden darf, mit dem angenommenen grössten Kreise 
stimmt. 

Die Berechnung der Elemente habe ich nicht so ausführlich angesetzt, wie die 
ersten Theile der Rechnung, nämlich wie die Ermittlung der Grössen q, und q,» • Ich 
habe diesen ersten Theil der Rechnung hauptsächlich desshalb in extenso mitgetheilt, 

OppolzeTf Bftbnbestimmoii^ii. 19 
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damit man ersehen kann, welche Arbeit eine jede Methode verursacht. Setzt man die 
Beobachtungsdaten für die Rechnung vorbereitet voraus, so hat man nach Olbers' 
Methode 80 Zeilen zu berechnen, nach meiner Methode 147, so dass die entstandene 
Mehrarbeit noch nicht doppelt so gross ist. Man sieht demnach, dass in Rücksicht auf 
die durch meine Methode erlangte grossere Genauigkeit dieselbe praktisch mit Vortheil 
in den meisten Fällen anwendbar ist ; doch erwähne ich nochmals ausdrücklich , dass 
ich die Anwendung derselben üur auf jene Fälle beschränken möchte, wo Olbers' 
Annahme nicht mit Vorth« il brauclibar sich erweist. Das Kriterium hiefur ist oben 
angegeben und kann nuch Ermessen auf andere Grenzen ausgedehnt werden; in dem 
erwähnten letzteren Falle ist meine Methode kürzer und sicherer, als die bislang be- 
kannten Verfahrungsarten. 



§. 11. Erste Tertesserung der gefdndenen Kometenelemente. 

Wenn man nach den in ^. 9 auseinandergesetzten Methoden die Elemente eines 
Kometen ermittelt hat, so kann sich aus dreifachen Gründen eine Differenz zwischen 
dem mittleren beobachteten und berechneten Kometenorte herausstellen. Der erste 
Grund ist darin zu suchen , dass die näherungsweisen Voraussetzungen über das Ver- 
hältniss der Dreiecksflächen nicht hinlänglich genau waren. Von diesem Nachtheile 
kann man sich durch Vervielfältigung der Hypothesen , etwa in der Form , wie sie am 
Schlüsse des §.9 (pag. 141) vorgesehlagen wurde, freimachen. Ein weiterer Grund 
ist das Vorhandensein einer Abweichung der Bahn von der Parabel ; dieser Umstand 
muss vorläufig ausser Acht gelassen werden , indem die Bestimmung parabolischer Ele- 
mente vorgesetzt ist. Endlich der dritte Grund sin(l die Beobachtungsfehler. Da den 
äussersten Beobachtungen völlig streng genug gethan wird, so vereinigen sich die 
Fehler dieser Beobachtungen mit denen der mittleren, um eine nicht weiter wegzu- 
schaflFende DiflFerenz hervorzubringen. Wie man sieht, sind die zwei zuletzt angeführten 
Gründe in ihrem Erfolge identisch, und man wird aus kleinen übrigbleibenden Fehlem 
nicht entscheiden können, welche Ursache wirksam ist, oder ob beide vorhanden sind. 
Man wird desshalb am zweckmässigsten für die erste Verbesserung eine solche Parabel 
wählen, die den äussersten Beobachtungen völlig genug thut und die mittlere Beobach- 
tung, an deren Stelle übrigens auch mehre treten können , möglichst genau darstellt. 
Der letzteren Anforderung kann nur nach der Lösung des Problems genügt werden, 
und man kann keine Wahl des grössten Kreises treffen vor Eruirung der Elemente, 
welche diese Bedingung erfüllen würde ; ich habe durch das oben auseinandergesetzte 
zweite Verfahren ein Hilfsmittel angegeben , wodurch die möglichst grösste Sicherheit 
erlangt wird. Da aber über die Richtung, in der durch die Beobachtung gefehlt wurde, 
nichts bekannt ist, so werden die oben erwähnten Vorschriften durchschnittlich die 
besten Resultate liefern, im speciellen Falle jedoch kann das Gegentheil eintreten. 
Es hat desshalb auch keinen hohen Werth mit einer gegebenen Wahl des grössten 
Kreises , die Verhältnisse der Dreiecksflächen möglichst [scharf zu finden , da zwar 
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hiermit der erste Grund der Abweichung weggeschafft wird, die beiden andern Ur- 
sachen aber, die oft viel nachtheiliger wirken, keine genügende Berücksichtigung 
finden. Hiermit findet die Bemerkung, die am Schlüsse des §. 9 (pag. 141) gemacht 
wurde, ihre Erledigung und gibt zugleich eine Andeutung, wie zweckmässig weiter 
vorgegangen werden kann. 

Fünf Angaben sind nöthig, um die parabolischen Elemente zu bestimmen ; durch 
die zwei äussersten Beobachtungen, denen völllig genügt werden soll, sind vier Be- 
dingungen gegeben , und es ist desshalb nur noch eine unabhängige Relation in das 
Problem einzuführen. Es kann hierbei beachtet werden, dass, wenn bei Bahnverbesse- 
rungen weit entfernte Beobachtungen benutzt werden , es nicht nöthig ist, den äusser- 
sten völlig scharf zu genügen , sondern man kann zwei beliebige Beobachtungen hierzu 
wählen, man muss nur bei der Auswahl berücksichtigen, dass diese Beobachtungen 
nicht zu nahe liegen oder auch nicht einen heliocentrischen Bogen von nahe i8o° uni- 
schliessen. 

Die fünfte Bedingung kann n\m sehr verschieden gewählt werden; mir scheint 
es am Zweckmässigsten zu sein und in fast allen Fällen sicher zum Ziele zu führen, 
wenn man als fünfte Bedingung das Verhältniss der Distanzen (JfJ hierfür annimmt. 
Es ist 

3f„ = ^ 

Die vorhandenen Elemente werden diese Grösse mit ziemlicher Annäherung 
finden lassen, worüber das weiter unten Folgende die nöthige Anweisung enthält. 
Man fuhrt zuerst die Rechnung mit dem gefundenen Werthe von M durch , ändert 
nachher den Werth von M^ etwas ab in M^ und führt mit diesem abgeänderten Werthe 
abermals die Rechnung durch. Man hat so zwei Elementensysteme sich verschafft, 
welche die zwei äussersten Beobachtungen völlig darstellen , während der dritten, oder 
wenn man mehre Beobachtungen wählt , den übrigen mehr minder gut genügt wird. 
Die Rechnung selbst aber gibt empirisch den Differential quo tienten zwischen der Aen- 
derung des Ortes und der Grösse M^ . Nenne ich die Fehler (Beobachtung — Rech- 
nung , welche das erste Elementen-System in Länge (reducirt auf den giössten Kreis) 
in der mittleren Beobachtung übrig lässt: dk„ cos ß,, und in der Breite dß„, die Fehler 
des zweiten Systems ^A„ cos ß„ und ^ß,,, so würden , wenn beiden Koordinaten genügt 
werden könnte und mit x die Aenderung des Werthes von M bezei( hnet werden soll, 
der hierfür nöthig ist [in Einheiten der Differenz [3f, — M^]), die Bedingungsgleichungen 
sein dk„ cos ß„ = {dk„ — Jl„) cos ß„ x 

dß„ = [dß„ — Jß„) X 

Im Allgemeinen wird beiden Bedingungen nicht genügt werden können; als 
wahrscheinlichsten Werth von x findet sich nach der Methode der kleinsten Quadrate 
der Werth 

_ dx„ {dk„ --_jx„) cü8 ß,;i -h dß„ [dß„ - jß„) 
^ — [dx„ - jx„)^ cos ß,;^ + [dß„ - ./A,j2 ^^i 

und der wahrscheinlichste Werth von M wird sein : 

3f=3fo+(M, — 3fo) X. 
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Ist der Werth von x bestimmt , so wird man die wahrscheinlichsten Elemente 
wol am zweckmässigsten durch lineare Interpolation zwischen den beiden gefundenen 
Systemen erhalten, wenn die Aenderungen nicht zu gross sind. Es sei ein Element 
durch die erste Annahme über M [M^] gefunden worden E^, in der zweiten Annahme 
El , dann wird der definitive Werth (E) sein 

Sind die erforderlichen Aenderungen zu gross, so dass man mit Recht befürchten 
muss, dass die lineare Interpolation zwischen den Elementen ein zu ungenaues Resultat 
liefern würde, so wird es am zweckmässigsten sein, auf die oben angezeigte Weise den 
wahrscheinlichsten Werth von M zu interpoliren und aus diesem M neue Elemente zu 
berechnen, die sich gewiss den Beobachtungen schon sehr gut anschliessen werden; 
sollte diess nicht der Fall sein, so werden die vorhandenen Versuche völlig ausreichend 
sein, um einen sicheren Schluss auf die noch nöthigen Aenderungen zu ziehen ; diese 
Notbwendigkeit wird aber sehr selten eintreten und man wird sich meist mit dem 
einmal interpolirten Werth von M begnügen können. Das unten angegebene Verfahren 
zur Ermittlung von Mq wird sogar meist so genau sein, dass, wenn nicht die äusserste 
Genauigkeit (Darstellung der Beobachtung nach der Methode der kleinsten Quadrate) 
gefordert wird, fast immer mit der ersten Hypothese eine ausreichende Annäherung er- 
langt wira und kein zweiter Versuch mit geändertem M durchgeführt werden muss. 
Schlägt man den auch empfohlenen Weg der Variation einer Distanz ein , so wird, 
wenn nicht sehr genaue Elemente zufallig vorliegen, stets eine zweite Hypothese 
nothig sein. 

Es fragt sich nun, wie kann zweckmässig aus genäherten Elementen M^ mit 
Sicherheit ermittelt werden? Mit Hilfe der genähert bekannten Distanzen wird man 
vorerst die Beobachtungen von der Parallaxe (pag. 32) befreien und hierauf die so erhal- 
tenen geocentrischen scheinbaren Rectascensionen und Deklinationen mit der schein- 
baren Schiefe in scheinbare Längen und Breiten (pag. 14) verwandeln. Dadurch, dass 
man von der Beobachtungszeit die Aberrationszeit abzieht, wird die Reduction für die 
Fixstern- und Planetenaberration ausgeführt und die Beobachtungen sind daher auf das 
wahre Aequinoctium reducirt, welche Coordinaten man durch Subtraction der Präcession 
(pag. 84) und Nutation auf ein bestimmtes fixes Aequinoctium (am besten auf den 
Jahresanfang) überführt. Wählt man das Aequinoctium des Jahresanfanges , so wird 
man zweckmässiger die geocentrischen Aequatorcoordinaten des Kometen mit Hilfe der 
Konstanten (/, ff, G) die sich in den Ephemeriden finden, für Präcession und Nutation 
(pag. 89) korrigiren und diese mit Hilfe der mittleren Schiefe in Länge und Breite ver- 
wandeln. Die Sonnenorte entlehnt man mit den für Aberration verbesserten Zeiten 
aus drn Ephemeriden und reducirt diese auf dasselbe Aequinoctium. Die Sonnenbreite 
kann fortg lassen werden oder kann auf höchst einfache Weise nach der bei der Parallaxe 
im Anhange (pag. 38) mitgetheilten Methode fortgeschaflFt werden. 

Sind die Angaben der Beobachtungen so vorbereitet, so wird man an die Er- 
mittlung des Verhältnisses der Distanzen schreiten können. Die Wahl des grössten 
Kreises, der durch die mittlere Beobachtung hindurchgelegt ist, wird nicht von wesent- 
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lichem Einflüsse sein ; doch um ganz sicher zu gehen , wird man vielleicht denselben 
durch die Bewegung des Kometen wie früher bestimmen können imd setzen : 

ig J sin [L-TT) =tgß„ ] 



tg /cos {k„ — - /I) = — 



^/« K 



II 



und berechnet dann weiter mit grösster Genauigkeit 

O, = R, sin [L, — 17) 
0,, = R„ sin [L„ — JI) 
0,„= R,„ sin (L,,,— il) 
(f^, = sin ßf cos / — sin [X, — U] cos ß, sin / 
(f^„,= sin (A,„ — n)cosß,„sinJ— sinß„,cosJ 
Die Fundamentalgleichung zwischen q,„ und p, ist aber 

Um nun die noch unbekannten Verhältnisse der Dreiecksflächen aus den ge- 
nähert bekannten Elementen zu bestimmen, empfehlen sich zwei Wege. Man be- 
rechnet aus den Elementen r, r„ r„, und v, v„ v,„ und hat dann 

[^n ^/f] r,„ sin [v,„ — v„) . [r, r,„] ^^ r,„ sin {v,„ — v,) 



[r, r„] 



r, sm (t?„ — »,) 



[^ n,] 



/F 



in welchen Ausdrücken man bestrebt sein muss, alles mit grösster Genauigkeit zu be- 
rechnen , indem sich die absoluten Fehler der Elemente in den Verhältnissen gegen- 
seitig grossen Theils aufheben ; wären etwa die Elemente nur vierstellig berechnet , so 
müssen für diese Form die den Elementen fehlenden Decimalen durch Nullen ergänzt 
werden; diese Formeln sind daher bei sehr kurzen Zwischenzeiten nicht sehr zu 
empfehlen , ist aber die heliocentrische Bewegung halbwegs gross , so verdienen die- 
selben vor den folgenden den Vorzug. Das zweite Verfahren ist von dem eben er- 
wähnten Nachtheile frei, so lange nicht allzu grosse Zwischenzeiten in Anwendung 
kommen. Setzt man 






/» 



[T,„-'T.^k = e, 



(«) 



wobei ist 



log -^^A = 8.5621877 



80 wird zunächst 


















ö, _ Sect, e„ 




_ Sect„ 








e„f sect,„ e,„ 




Stet,,, 


oder auch 






Sect,„ 




Sect,,, 








ö, Aw [r, r,„] _ 

. e„, Secf, [r,r„] 
A, 


=. 


e„, üect,, 



(*) 



Öas Verhältniss : — - kann hinlänglich genau berechnet werden mit Näherungs- 
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werthen der die Dreiecke begrenzenden Radienvectoren , so lange nicht die Zwischen- 
zeiten zu gross sind; man hat hiefur nach pag. 102, 104 

e 



sin d° = 



(r + r'] 
sin \y = sin 1^0° yz 
Sect I + » sec y 



[c) 



A 3 

Die Berechnung der Verhältnisse der Dreiecksflächen für die Fundamental- 
gleichung ist demnach auf die Berechnung der Formeln (a) , (c) und [b) reducirt; man 
hat nur zu beachten, dass die Rechnung nach (c) für die drei verschiedenen Kombina- 
tionen der Orte ausgeführt werden muss. Bei den Verhältnissen, wie dieselben durch 
die Kometen meist dargeboten werden, wird in der Regel die erstere Methode den 
Vorzug verdienen. 

Sind auf die eine der eben vorgeschlagenen Weisen die Verhältnisse der Drei- 
ecksflächen bekannt, so gibt die Substitution derselben in III sofort die Form 

Q,„ = m + Mq, 
wobei jetzt m und M völlig bekannte Grössen sind, m ist noth wendig klein und man 
wird desshalb hinreichend sicher mit einem genäherten Werthe von q, berechnen : 

Q,„ = MqQ, ] 

Von hier ab wird die Rechnung mit diesem il/„ und dem abgeänderten Werth 
3/i ganz nach den Formeln durchgeführt, die bei 1 b e r s ' Methode ihre Anwendung 
fanden. 

Viel bequemer wird die gesammte Rechnung, wenn n=L„ angenommen wird; 
man wird selten dadurch an Sicherheit verlieren. Die Fonneln können in diesem Falle 
so gestellt werden : 



tg/ = 



tgA, 



ein (X„ — L„) 
Q, = R, sin (L, — L„) 
Q„, = R„, sin {L„, — L„) 
^, ==s sin ß, cos J — sin {l, — L„) cos ß, sin / 
(f„, = sin {l„, — L„) cos ß„, sin / — sin/?,;, cos / 
Es ist dann nach den genäherten Elementen : 
K r„,] r,„8in {v,„ — v„) 



(/) 



[r, r„] 



r, Hin {v„ — V,) 



) (II) 



und schliesslich 



TLf sin«^ fb'ff^,»] r\ _i /-\ } _i [^ff ^nf] (f, I ( rTT\ 



Wären die anfänglich gewählten Elemente sehr ungenau , so dass der Fehler in 
Mq noch beträchtlich wäre, so wird man für Mi mit Vortheil die eben vorgeschlagenen 
Fonneln nochmals benützen; hätte man z. B. das zuletzt vorgeschlagene Rechnungs- 
schema benutzt, so wird in den Formeln (/) gar nichts zu ändern sein, (//) wird 
leicht berechnet werden können, da durch die Berechnung des mittleren geocentrischen 
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Ortes v„ ohnediess schon ermittelt ist und so die Feststellung des Werthes M^ fast gar 
keine Mühe macht. Es wird sich aber meist der Werth von M^ schon genügend er- 
weisen, wenn nur die Elemente halbwegs genau waren und der heliocentrische Bogen 
nicht zu gross ist. 

Ich will vorstehende Vorschriften durch ein Beispiel erläutern. Ich wähle die 
folgenden Beobachtungen des Kometen ///. 1867 , von denen ich die naheliegenden 
Beobachtungen zu einem Normalorte vereinige. 







Ort 


Ortszeit 


beob. A. R. 




beob. Decl. 


1867 Octob. 


I 


Bonn 


loA jm 


.4* 


10* 37"* 5*89 


+ 


50°i7'43"i 


D 




Josefstadt 


II 24 


37 


10 37 30.56 


+ 


50 16 48.6 


» 


14 


» 


6 40 


35 


13 12 50.99 


+ 


36 13 37-9 


» 


27 


Athen 


6 37 


38 


14 46 21.94 


+ 


10 53 44.6 


» 


27 


Josefstadt 


6 14 


16 


14 46 22.67 


-t- 


10 53 4.8 


» 


27 


Leipzig 


6 33 


14 


14 46 28.82 


+ 


10 50 15.8 


» 


27 


» 


6 41 


32 


14 46 31.43 


+ 


10 49 28.5 



Vorerst müssen die Beobachtungen von der Parallaxe befreit werden ; diess ge- 
schieht nach den Formeln auf pag. (32) , welche schon die Korrektionen mit dem Zei- 
chen angeben, mit dem dieselben an die beobachteten Orte anzubringen sind. Die 
Distanzen für die drei Zeiten habe ich angenommen : 

Oct. I log Q, = 0.0038 
» 14 log p„ = 9.9553 
» 27 log ^,„ = 0.0170 
Venvandelt man überall die Ortszeit in Berliner Zeit, so findet sieh darnach: 







Berliner Zeit 


geoc. a 


geoc, <J 


1867 Octob 


, I 


loA 26"" 


■25* 


,oA 37»» 5*88 


+ 50° 17' 5i"8 


» 


I 


II 12 


47 


10 37 30.33 


+ 50 16 57.0 


» 


14 


6 28 


45 


13 12 51 51 


4- 36 13 44-7 


» 


27 


5 56 


17 


14 46 22.39 


+ 10 53 49.8 


» 


27 


6 2 


26 


14 46 23.06 


+ 10 53 11. 


» 


27 


6 37 


15 


14 46 29.18 


+ 10 50 22.3 


j> 


27 


6 45 


33 


14 46 31.79 


+ 10 49 35-1 



Das Mittel der Zeiten nebst deren Reduktion für Aberration findet sich 

1. Octob. I lö'^ 49*» 36* — 8*^ 22* = Oct. 1.44530 

2. » 14 6 28 45 — 7 29 = » 14.26477 

3. » 27 6 20 23 — 8 38 = » 27.25816 

und dazu die geocen Irischen Positionen nebst den Ililfsgrössen zur Reduktion auf den 
Jahresanfang (Berliner Jahrbuch) : 

a d f 9 G 

1. 159^19' 3i"5 + 50« 17' 24"4 + 29"4i + i5"30 33°ii' 

2. 198 12 52.6 + 36 13 44-7 + 30.40 4- 15-71 3235 

3. 221 36 39.1 + 10 51 44.5 4- 31.56 4- 16.21 32 5 
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Daraus finden sich die Reduktionen vom mittlem Aequinoctium des JahresanfiEUiges 
auf das wahre des Beobachtungsdatums , die offenbar mit umgekehrten Zeichen an die 
Orte angebracht werden müssen (vgl. pag. 89) 

Ja Jd 

1 + 25"4 — I4"9 

2 + 21.5 — 9-9 

3 + 28.6 — 4.8 

Nach dem Berliner Jahrbuch , welches die Sonnenorte nach Hansen 's Tafeln 
gibt , finden sich die wahren Längen , Ikeiten , Entfernungen der Sonne und die Nu- 
tation fdr die wegen Aberration verbesserten Zeiten 

wahre Länge Breite log R Nut. 

1. 188^14' i5"9 + o"43 0.000 211 — 5"57 

2. 200 54 16.4 — - 0.63 9.998588 — 6.26 

3. 213 50 22.6 + 0.29 9.997051 — 6.79 
und die mittlere Schiefe der Ekliptik nach Hansen für 1867.0 

£ = 23^27' 23" 5. 
Der astronomische Jahresanfang für 1867 ^^^ Ti?ic\i pag. 74 
1867 Januar 0.358 Berliner Zeit . 
Demnach die seit dieser Epoche verflossenen Zeiten 

1. 274.09 Tage 

2. 286.91 » 

3. 299.90 » 

Damit kann die Präcession [pag. 84) in Länge und Breite für die Sonne be- 
rechnet werden , und vereinigt man mit ersterer die Nulation , so erhält man die fol- 
genden Korrectionen der wahren Sonnenorte 

JL Jß 

1. — 32"! + o"o9 

2. — 33-2 -H 0.17 

3. — 34-5 -f- 0.26 

Setzt man nun mit der mittleren Schiefe die auf den Jahresanfang reducirten 
Kometenorte um in Länge und Breite^ so erhält man : 

Länge Breite Jß 

1. 139° 20' 5i"9 + 38° i' i5"3 — o"4 

2. 179 41 51.3 +39 58 54.0 -1-0.4 

3. 215 27 57.3 4-25 37 24.4 —0.5 

Die Breiten werden kleiner Korrektionen bedürfen, wenn man die Sonnenbreiten 
nach den Formeln auf pag. 38 wegschafft; ich habe dieselben in der Kolumne Jß an- 
gesetzt. Man erhält also als Grundlage für die folgende Rechnung die Werthe : 
1867 Octob. l ß L logE 

1. 1.44530 i39*'2o'5i"9 +38° i' i4"9 188° 13' 43"8 0.000211 

2. 14.26477 179 41 51.3 -1-39 38 54.4 200 53 43.2 9.998588 

3. 27.25816 215 27 57.3 +25 37 23.9 213 49 48.1 9-99705> 
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Die Rechnung habe ich dem Zwecke entsprechend durchaus sechstellig geführt. 
Anfängern dürfte es jedoch anzurathen sein, in ähnlichen Fallen die grössere Mühe 
nicht zu scheuen und die Rechnung siebenstellig durchzuführen. 

Ich habe die Rechnung von M^ nach der ersteren Vorschrift vorgenommen. Ich 
fand nach / 

il== 171° 55' i5"4 /= 80° 50' i"i 

Die Formeln //gaben mir 

logOr = 9-448606 l0g(f , = 9-713349 

log©,, = 9.683809 log(f „, = 9-735877 
logGw = 9-821795 
Aus (a) fand sich 

Ig^m = 9-670058 logö,, = 9-974024 

logö, = 9.675910 

Nun berechnete ich nach den genäherten Elementen , die früher gefunden wur- 
den (pag. 145), für die Zeiten der Beobachtungen: 

ign = 9-99414 ign. = 9-85932 \%T,„ = 9.65876 

Daraus nach (c) 

log -^ = 0.005784 

log ^=0.046556 

, Sect- 

*og —7-^ = 0.019240 

und damit nach (b) 

log ^ = 9-992396 l^gj^ = 0-263194 

Setzt man diese Werthe mit den früher bestimmten Coefficienten in die Gleichung III 
ein, so findet sich zunächst : 

Q„, = + 0.098600 + 0.932970 Q, 

und daraus erhielt ich mit logp, = 0.0038 nach V: 

log3/o = 0.013 139 ' 

mit welchem Werthe von M der erste Versuch durchgeführt wurde. Die Werthe 

für die Verhältnisse der Dreiecksflächen können bequemer nach IV bestimmt werden ; 

es findet sich unter der Annahme, dass ist : 

log? — 9-521520 

bei genauer sechsstelliger Rechnung : 

Igr, = 9.994145 ^, =— 109" 3' o"5 

Ign, = 9.859318 v„ =— 94 39 22.3 

Ig^fi = 9.658756 f>„, = — 62 44 2.3 

und daraus sehr nahe wie früher: 

log -^;/ = 9-992397 log -1^ = 0.263194 

Oppolzer, Bahnbestimmmigeii. 20 
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Die Durchführung der Herechnung mit M^ ergab kein sehr befriedigendes Re- 
sultat für die Darstellung der mittleren Beobachtung; es wurden nun die neu ermittelten 
Elemente zur Bestimmung von Mx verwendet und nach IV sofort gefunden 

log 3ft =0.013310 

Ich werde nun die Resultate der Rechnung beider Hypothesen anführen. Beiden 
gemeinschaftlich wurde gefunden : 

G = 291° 56' 48"o lg 5t = 9.932349 \ 

log^ = 9.645 208 \ogB„,co8XlJ,„ = 9.951915 I Formel i/des§. 9. (pag. 122) 

/i = +0.518 319 logB„,smxff,„ = 9.633757 ) 

sini//,;^ und in der Folge sin 9) wurden nicht aus co^xp,,, und cos ^9 sondern direkt 
bestimmt, indem die erstere Bestimmung zu unsicher erschien. Die Auflösung der 
Gleichungen durch Versuche ging sehr rasch von Statten , da q, schon genähert be- 
kannt war und der zweite Versuch, der mit Rücksicht auf die Formel [d] des §. 9 
(pag. 127) abgeleitet wurde, ergab schon den richtigen Werth. Es fand sich: 



logÄ,,, 
H 

tgC 

IgÄ 

r 

logA 
log sin q> 

IgT 

Ign 
lgn,f 

8 

T 
n 

I 

logy 



Hyp. I. 

+ 0.868512 
9.620618 
261« 23' 45"6 
9n203878 
0.032597 

+ 0.348515 
9.333741 
9.366338 



Hyp. IL 

+ 0.868170 
9.620447 
261" 22' 54"4 
9^203325 
0.032688 

+ 0.348402 
9.333781 
9.366469 



Formel //und/// 
des§. 9. (pag. 122, 123) 



9.948447 
0.003857 
0.016996 
9.994058 
9.657028 
0.748872 

Nov. 7.00250 

2\y 40 21 I 

65« o' 36"8 

96° 34' 5o"5 
9.518740 



9.848447 
0.003749 
0.017059 
9.994003 

9.657075 
0.748898 



Auflösung der Euler 'sehen 
Gleichung. 



6.99971 
213^36' 29"5 

64^59' f2 

64" 34' io"o 
9.519028 



dl cos/9,, = + 29"9 Jl cos/9,, = + 5^7 \ 
dß, = + 6"3 Jß„ = +io'\ ] 



Elemente. 



Darstellung des 
mittleren Ortes 



Man findet nun als den Werth von x nach der Formel A (pag. 47) : 



= ^9 9 (^9-9 — S>7) + 63 (6.3 — 10.4) 

(24.2)2 + (4.1)3 



= 1.158. 
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Demzufolge bleiben die Fehler zurück im zweiten Orte 

dX cos/? = + i"9 dß=+ i i"o 

Der Fehler in Breite ist ziemlich gross , doch kann man die Beobachtung noch 
als hinlänglich gut dargestellt betrachten. Die Elemente wurden nun durch Inter- 
polation erhalten^ aber die Korrektionen für das zweite System ermittelt, da dieses der 
Wahrheit näher war; und zwar nach dem Schema: 

dE^ = (^1 — ^o) 0-158 

und gefunden : 

(fin 1867 

T = Nov. 6.99927 mittl. Berliner Zeit 

TT = 213° 35' 52' 9 \ 

^ , ^ f mittleres Aequinoct. 

Q = 64 58 53.0 } 

, , \ 1867,0 

logy = 9-5^9073 
Als letzte und strengste Prüfung der gesammten vorausgehenden Rechnungen 
wird man die Darstellung der drei Orte aus diesen Elementen rechnen. Ich finde : 

dl cos ß dß 

, o"o + i"5 

2 + i"9 -f-ii", 

3 ^o"2 + o"7 

Die Uebereinstimmung zwischen der direkten Rechnung und der Interpolation 
ist für eine sechsstellige Rechnung vollkommen genügend. 

Die definitiven Bahnbestimmungen eines Kometen und die Vorschriften, welche 
zu befolgen sind , wenn der Komet eine merkbar von der Parabel verschiedene Bahn 
beschreibt, müssen hier, wo es sich nur um erste Bahnbestimmungen handelt, über- 
gangen werden. 

Anh'ang. 
BesUmmunff der Bahn eines Sternschnuppenschwartnes atis seinem Radiationspunkte. 

Bei der Beobachtung von Sternschnuppen hat sich die merkwürdige Thatsache 
gezeigt, dass viele derselben aus ein und derselben Himmelsgegend herzukommen 
scheinen ; je reicher ein solcher Stemschnuppenfall ist, um so markirter tritt dieses sehr 
auffallende Phänomen hervor. Die neuen Epoche machenden Entdeckungen von 
Schiaparelli machen es wünschenswerth die Bahn eines Sternschnuppenschwarmes 
zu bestimmen. Es kann als erwiesen betrachtet werden, dass die Sternschnuppen 
kleine Körper extrasolaren Ursprunges sind, die in Schwärmen zur Sonne herabsteigen. 
Ob diese Schwärme durch Aggregation die Kometen (Schiaparelli) bilden oder ob 
diese Auflösungsprodukte des Kometen (E. Weiss) seien, ist für die vorliegenden 
Untersuchungen ohne Bedeutung. Gelangt nun ein solcher Schwärm oder Bruchtheile 

20* 
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desselben in unsere Athmosphäre und damit auch in die Attractionssphäre der Erde , so 
erscheinen diese Körperchen als Sternschnuppen. Da sich diese im Räume der Haupt- 
sache nach parallel mit einander fortbewegen , so scheint es als ob diese Meteore von 
einem Punkte (Radiationspunkte] ausstrahlen würden , wenn der Beobachter sich auf 
der Erdoberfläche befindet. Die Lage des Radiationspunktes , dessen Länge ich mit 
/ und dessen Breite ich mit b bezeichne, ist offenbar bedingt durch die relative Be- 
wegung des Schwarmes gegen den Beobachter. Nenne ich die drei den Coordinatenachscn 
parallelen Komponenten dieser Bewegung rf|, dt] und d^, die Aenderung der helio- 
centrischen Coordinaten des Beobachtungsortes dXy dY und dZy und endlich die 
Aenderung der heliocentrischen Coordinaten der Meteoriten efo, dy und dz, so ist : 

dx = d^ + dX \ 

dy = dfj + dY \ f^i) 

dz =dC + dZ ) 

Der Ort der Sternschnuppe im Moment der Sichtbarkeit kann als identisch mit 
dem Erdorte angesehen werden; wären d^y dtj und dC, völlig bekannt, so wäre der Ort 
und die Geschwindigkeit des Meteoriten sofort gegeben und man könnte unmittelbar 
die Bahnelemente berechnen. Nenne ich die relative Geschwindigkeit des Meteoriten- 
schwarmes g so ist : 

d^ = -^ g cos / cos b 

drj = — ^ sin / cos b 

d^= — ^ sin J 
wo das negative Zeichen seine Erklärung darin findet, dass die Sehlinie der Hewegungs- 
richtung entgegengesetzt ist. Die Grössen dXy dY und dZ sind völlig bekannt ; das 
Problem ist aber dennoch noch unbestimmt , da fär ^ jeder beliebige Werth supponirt 
werden kann. Es ist aber wol gestattet anzunehmen, mit Rücksicht auf den extra- 
solaren Ursprung, dass die Bahn des Meteoritenschwarmes eine Parabel sei; denn sie 
würde es mindestens sehr nahe sein , wenn keine störenden Einwirkungen stattfinden 
würden. Sind die Stönmgen so bedeutend , dass der parabolische Charakter der Bahn 
verloren geht, dann ist, wie diess die Untersuchungen von E. Weiss zuerst dargethan 
haben, der Schwärm so zerstreut worden,' dass an das Vorhandensein eines gemein- 
samen Radiationspuuktes nicht gedacht werden kann; die Beobachtimg einer spora- 
dischen Sternschnuppe wird selten genug den Radiationspunkt erkennen lassen, indem 
nur eine scheinbar imbewegte oder sehr schwach bewegte Sternschnuppe zu diesem 
Zwecke verwerthet werden kann. Man kann demnach mit Berechtigung die parabolische 
Hypothese gelten lassen und selbst in den Fällen , wo grosse Parthien des Schwarmes 
bedeutendere Störungen erlitten haben, werden dieselben nicht immer so bedeutend 
sein , um den parabolischen Charakter der Bahn gänzlich zu verwischen. Man wird 
überhaupt bei der Lösung des Problems nicht nöthig haben allseitig die grösste Ge- 
nauigkeit zu erreichen, da die Grundlagen der Rechnung nur sehr rohen Beobachtungen 
entnommen werden können. 

Die Aenderungen der Coordinaten des Beobachters sind aus zwei wesentlich 
verschiedenen Bewegungen zusammengesetzt, nämlich der jährlichen und täglichen 
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Bewegung. Letztere ist selbst im ungünstigsten Falle nahe 60 mal kleiner als die 
erstere , kann demnach übergangen werden bei so beiläufigen Rechnungen. Es wird 
sich daher empfehlen die Ekliptik als Fundameutalebene zu wählen und demnach zu 
setzen 

dZ = o 

für dX und rfF treten dieselben Ausdrücke auf, die ich bei der Ermittlung der Formeln 
zur Berechnung der Fixstemaberration angewendet habe (pag. 67). Mit der dort ge- 
wählten Bezeichnung (e = o) wird : 

dX = (sin© + sino) sin 7t\ dM 

cos ^p ^ ' ' 

dY = — (cos© + sin^cosTi:} dM 

Man kann aber hierfür setzen mit hinreichender Genauigkeit^ wenn man die 
ersten Potenzen von sin q> berücksichtigt und die Erdmasse im Verhältniss zur Sonne 
gleich der Null annimmt : 

dX = (sin © + sin g) sin n) k 
dY = — (cos© 4- sinqp cos 71:) k 

wobei jetzt k die bekannte Konstante des Sonnensystems ist. Da aber die tägliche 
Bewegimg des Beobachtungsortes weggelassen wurde, so könnte man völlig konsequent 
auch die ersten Potenzen der Erdbahnexcentricität als gleicher Ordnung übergehen , da 
aber die Mitnahme derselben nicht viel Mühe macht und überdiess oft der Einfluss der 
täglichen Bewegung sehr klein ist , so durfte es zweckmässig sein mindestens die ersten 
Potenzen von sin q> zu berücksichtigen. Setzt man nun um für die Geschwindigkeiten 
ein gemeinsames Mass zu haben k als Einheit fest, so wird mau haben : 
dX = sin© + sinqp sin^ü = ä sin©' 1 , 
— dY = cos© + sin9)cos7r = 8 cos©' j 

Quadrirt und addirt man, so wird 

«2 = I + 2 sing) cos (© — tt) + «2 
oder wieder nur mit Rücksicht auf die ersten Potenzen von e 

« = I + %mq> cos (© — 7t) 
Es ist aber 

•n C08y>^ 



I 4- sin V» cos (O — TT) 
woraus folgt, mit Vernachlässigung von e^ 

* = i (3) 

Multiplicirt man die erste Gleichung in (2) mit cos©, die zweite mit —sin© und 
addirt, so erhält man mit Rücksicht auf (3) 

sin (©' — ©) = JB sing) sin [n — ©) 
oder wieder innerhalb der gestellten Grenzen 

©' — © == sing> sin [rt — ©) (4) 
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Es ist nach Le Verrier 

7t = iM" 2i'3 + i'o28 (^— 1850) 
log sin ^ = 8.2246 

Für die relative Geschwindigkeit g führe ich vorläufig eine neue Grösse /ein, 
welche bestimmt ist durch 

i^ = i* (5) 

wobei aber k wieder wie oben der Einheit gleich gesetzt werden kann. Es lassen sich 
nun die Gleichungen (i) schreiben: 

ig cfo = ^ y cos/ cos 6 + sin 0' \ 

ßdy = — fsinlcosb — cos©' \ (5) 

Rdz = —/sin 6 ) 

Die heliocentrische Geschwindigkeit des Meteoriten ist durch die Annahme der 
Parabel völlig bestimmt, da die Entfernung bekannt ist, indem dieselbe identisch mit 
R angenommen werden kann. Diese Geschwindigkeit ist nach pag. 44 bestimmt durch 



= V'-? 



oder auf den hierher gehörigen Fall übertragen , wenn man berücksichtigt, dass im vor- 
liegenden Falle g eine andere Bedeutung hat 

Für dx, dy und dz setze ich nun die Werthe aus (6) ein, und man erhält, da A^ = i ist : 

2R = p + 2/ cos* sin (/— 0') + I 

Um diese quadratische Gleichung bequem auflösen zu können setze ich 

f=hY2R-i 
so wird 

Es ist aber mit Rücksicht auf die ersten Potenzen von sin q> 

fTR^i=R 
Es ist demnach 



und 



* , C08Ä 8in(/-- O') , . 

g^ + 2g ^ — ^ -1=0 (7) 



Setzt man nun 

co8 6 8in(/— 00 . ,^. 
-^ = cotg^ (8) 

so wird 

j: I — C08S 

^ 8inz 

wählt man nun, was man immer in der Gewalt hat, z so dass sin^r positiv ist und 
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bedenkt dass g eine wesentlich positive Grösse sein muss, so sieht man sofort ein, dass 
nur das obere Zeichen eine brauchbare Wurzel abgibt und dem zu Folge ist : 

9 = ^\^ (9) 

Stellt man demnach die Formeln zusammen^ die man nöthig hat zur Berechnung 
von g^ so findet sich hierfür, wenn man (0' — ©) sofort in Bogenminuten erhalten will : 

0' — = sin 9> sin (tt^ — 0) : sin 1' 

TTo = 280° 2i'3 + I 028 (<— 1850) 
log (sing): sin i') = 1.7609 

^ = cotg« . 

z < 180° 
9 = tgi« 

Um nun aus g die Elemente zu bestimmen und hierbei auch mindestens theil- 
weise Prüfungen der Rechnung zu erhalten, muss ich einige Entwicklungen hier durch- 
führen. 

Projicirt man die im Zeitelemente von dem Radiusvector überstrichene Fläche 
auf die Coordinatenebenen, so ist nach pag. 41 , wenn mit i^yy iy^ und t^^ die Winkel 
zwischen der Bahnebene und den bezüglichen Coordinatenebenen bezeichnet werden : 

dt dy 7 -/" — 



X 



dt Ä — "'r*» ^°*y% 

db dx y m r — • 



Es ist aber, wenn ich mit t die Neigung und^mit Q den aufsteigenden Knoten 
der Bahnebene bezeichne und alle Längen, um die späteren Formeln zusammenziehen 
zu können vom Punkte / aus zähle : 



COSta;y = cost 



und damit sofort 



costy^ = sin (0 — /) sint 
costp^ = cos (Ö — /) sint 

1 ,/" . dy dx 

ky 2q cost = x^ — y^^ 

k Y^ sin (^ - fl sin« = ^ S " ^ Ä 
k Yi y cos (Q — /) sint = ^ ^ — « ^ 

Es ist im vorliegenden speciellen Falle 2; = o , und setzt man überdiess für dx^ 
dy und Üz die Werthe nach (6) ein mit Rücksicht auf die Zählung vom Punkte / aus, 
so findet man wieder, wenn man bei den ersten Potenzen von sin^ stehen bleibt und 
sich erinnert, dass ist : 

X = a? = — Ä cos (© — /) 

Y = y = — Ä sin (0 — /) 
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Y ^ ? cosf = I — /sin (0 — /) cos Ä 
yTy sin (Q — 1\ sint =/8in (© — /) sin* \ (»o) 
Y 2q cos (Q — /) sint =fco% (0 — /) sin J 
»8 wird hierbei für Q der Wcrth oder + i8o° gefunden werden müssen^ je nach- 
dem der Schwann im ab-i- oder aufeteigenden Knoten war. Zur Berechnung von v 
werden die Entwicklungen von einigen Differentialformeln nöthig werden. Es folgt aus 

sofort 

dr = rtg-^t? flfc 

Aus der Gleichung 

erhält man leicht wenn man niu: v und / als veränderlich annimmt : 



Es ist demnach 
oder«uck 

nun ist 






kY%q 



rdr = xdx -^ydy 
und durch Substitution der bekannten Werthe für x , y und dx und dy aus (6) wird 
man erhalten: 

^Ip _^ /co8.(t) — flcQgft — ain(0^ — Q) ,. 

wobei als Probe benutzt werden kann * 

R 



9 = 



COS^t)' 



f2 



Ueber den Quadranten in dem v anzunehmen sein wird, kann kein Zweifel sein, 
da ^t) innerhalb der Grenzen — 90^ und +9^^ eingeschlossen ist. Eine Bestimmung 
der Perihelzeit ist bei einem in die Länge gezogenen Meteoritenbogen ohne Bedeutung. 

Die Berechnung der Elemente stellt sich demnach aus dem Vorhergehenden wie 

folgt zusammen : 

f=glt 

1/^0081= I — /sin (0 — /) cosÄ 
^^Ty sin (Q — /) sint =/ sin (0 — /) sin 6 
Yz q cos (Q — /) sint =/cos (0 — i) sin h 

^1 / cos ( — /) coa ft -^ sin ( G ^ -- ) 

^ = Q — V 
9 =S9 r cos \v^ 
sin t wird man stets positiv annehmen müssen. 



//. 
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Würde man die Excentricität der Erdbahn vernachlässigen wollen , so werden 
die Formeln etwas einfacher, ohne dass jedoch bei einer ohnehin so einfachen Rech- 
nung viel gewonnen werden könnte. 

Um die Anwendung der Formeln / und // zu erläutern^ nehme ich die Berech- 
nung einer parabolischen Bahn eines Stemschnuppenschwarmes vor und entlehne aus 
der Abhandlung von Dr. E. Weiss (Beiträge zur Kenntniss der Sternschnuppen^ Sitzb. 
der k. Akademie der Wissenschaften in Wien, Bd. LVU) den Radiationspunkt 
No. 3; derselbe ist 

Juli 28.5 a = 338« d = — 28° 
Ich setze voraus ^ dass derselbe sich auf das Jahr 1865 bezieht; es ist klar, dass 
selbst ein Irrthum von vielen Jahren nicht wesentlich das Resultat verunstalten kann^ 
da das Beobachtungsresultat keinesw^^ auf einen Grad verbürgt werden kann; ich 
werde die Rechnung genau vierstellig durchführen , wiewol dadurch in der That eine 
völlig illusorische Genauigkeit erlangt wird. Zunächst erhalte ich durch Verwandlung 
in Länge und Breite und aus dem Berliner Jahrbuch für 1865 

/=329°5' J = —i7°24' 0=i25°48' lgi2 = o.oo65 
Es wird nach /. z= 1 10^4' i log ^ = o. 1553 

Nach //. lg/= 0.1618 Q = 305^47' 9 t = 43°48'o 

logj== 9.2936 t? = — i27^46'2 TT = 73^34' I 

Es sind demnach die Elemente zusammengestellt 

/r=73''6 
Q =305^8 
1 = 43^8 
log y = 9.294 
Die Berücksichtigung der täglichen Bewegung der Erde und der störende Einfluss 
der Erde selbst, können oft sehr merkbare Korrectionen der erhaltenen Werthe hervor- 
bringen , doch für den ersten Entwurf mögen die hier vorgeschlagenen Nftherungen 
genügen. 



Oppolzer, Bahnbestimmnngen. ^' 
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n. Absohnitt. Bestimmung der Bahnelemrate ohne Bücksioht auf eine 
Annahme über die Excentricität. 



1. Abtheilnng. 

ßahnbestimmung aus drei vollständigen Heobachtungen. 

Für die Bahnbestimmung aus drei Orten lassen sich zwei wesentlich verschie- 
dene Methoden angeben ; die eine Methode , welche zuerst vorgenommen werden soll, 
ist dem Wesen nach von Gauss angegeben, die zweite Methode habe ich nach ähn- 
lichen Principien, wie ich dieselben bei dem Kometenprobleme angewendet habe , ent- 
wickelt, und meine dass dieselbe vor det ersteren oft den Vorzug verdient. 

A. Erste Methode. 

Es wurde bereits früher erwähnt, dass bisweilen drei vollständige Beobachtungen 
zu einer Bahnbestimmung nicht geeignet sind; diese Fälle treten unter gewissen Be- 
dingungen ein, die bei der Ableitung der Formeln näher erörtert werden sollen. Tritt v 
ein solcher Fall ein , so wird man zweckmässig die Bahnbestimmung aus vier Orten 
vornehmen, die ich der zweiten Abtheilung dieses Abschnittes einverleibt habe; der 
vorliegende Abschnitt ist jedoch der Bahnbestimmung aus drei Orten ausschliesslich 
gewidmet. Ich wähle wieder , wie diess bei der Berechnung parabolischer Elemente 
geschah , die Ekliptik als Fundamentalebene und betrachte die Sonnenbreiten als be- 
seitigt, so hat man für die Ermittlung der Bahnelemente die folgenden Angaben nöthig : 

Beobachtungszeit. ßeob. -Länge. Beob.- Breite. Sonnenlänge. Entfg. d. Sonne. 
u T, l, ß, L, E, 

2. T,f A„ ßf, Li„ Rf, 

3 • ■* w ^w t*w •*^ftt -*^w 

Es ist klar, dass die der Rechnung zu Grunde gelegten Längen und Breiten auf 
dasselbe Aequinoctium bezogen sein müssen. 
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§. 1. Anfstellnng der Fundamentalgleichung. 

Bei der Ableitung der parabolischen Elemente wurden die Bedingungsgleichungen, 
dass die drei Orte des Himmelskörpers mit dem Sonnenmittelpunkte in einer Ebene 
liegen, gefunden nach Einfuhrung des willkührlichen Winkels JT (pag. ^7) : 

n {q, cos (1,-11} cos ß, — R, cos (i,— /I) H- »"(^„,cos [l„,—Tt) cos ß„t—R„, cos [L„f — Il)\=^ 

= Q„ COS [If, — /I) COS ß„ — M,, cos (L„ — Jl) 

n{Q,8ivL{l,—n) cos/9,— i2,sin (X,— il) H-«"{p,,,8in(A,„— JI)cos/?,„— i?,„sin(i,„— il)}=|^ (i) 

= Q„ sin (X„ — fT) cos j^„ — i?,, §in (L„ — il) 
»^, sin/J, + «"?f// 8in/9„, = q„ sinß,, 

Setzt mau wieder vorläufig n und n" (die Verhältnisse der Dreiecksflächen) als 
bekannt voraus , so wird jetzt die Bestimmung des Werthes q„ durch eine einfache 
Elimination möglich sein. Man erreicht diese sofort, wenn man 

die erste Gleichung wiit: tg ß, sin (l,„ — iZ) — tg ß„, sin (X, — IT) 
» zweite » » tg/?^ cos (^ — H) — tg/?, cos (l,„ — II) 

» dritte » » — sin (^,„ — A,) 

multiplicirt und die Resultate addirt. Setzt man in der so entstandenen Gleichung der 
Kürze wegen 

K = tg/?, sin (K„ — Ä„) — tg ß„ sin (A„, — Ä,) + tg /?,„ sin (K - A,) | 
^ = i?, { tg /?,„ sin (A, — L,) — tg /?, sin (A,„ — i,) } I 

B = Ä,„ { tg/J,„ sin {X, - /.,„) — tg/J, sin {X„, ~ i,„)} | (2) 

^ — Srr ( tg/?„r sin {X, — i„) — tg/?, sin (Ä,„ — Z,,)} ) 

so lässt sich diese schreiben 

K(i„ cos ß„ = nA + fi'B — C (3) 
welche Gleichung durch die Bedingung der Ebene eine Bestimmung des Werthes q„ 
gestattet, sobald n und w" bekannt sind. Diese Gleichung wird aber keineswegs in 
allen Fällen eine Bestimmung des Werthes ^„ gestatten ; denn mögen die Koefficienten 
rechts vom Gleichheitszeichen was immer für Werthe erhalten und sind n und «" selbst 
in völliger Strenge bekannt, so wird, sobald K=o wird, eine Bestimmung von q„ 
aus (3) unmöglich und sehr unsicher, wenn JäTsehr klein wird. Es ist nun %\x unter- 
suchen, wann dieser ungünstige Fall eintritt. Aus der Gleichung für K (2) erhält man, 
wenn K der Null gleich gesetzt wird : 

tg /?„ sin (A,„ — A,) = tg /?, sin [X„, — X„) + tg /?,„ sin [X„ — X) 
Legt man nun durch den ersten und dritten Ort einen grössten Kreis, dessen 
Knoten diurch /und dessen Neigung durch % bezeichnet werden soll, so ist 

tg/?, = tgtsin (X, — /) 
tg/^m=tg«sin (A,„— /) 
und führt diese Relationen ein, so wird nach einer einfachen Umwandlung 

tg ß„ sin (A,„ — X,) = tg t sin [X,„ — X) sin (A„ — /) 
Diese Gleichung ergibt aber auch 

21» 



Digitized by 



Google 



164 

^/^// = tg»8iiJ^ (K, — J) 
welches die Bedingung für jr= o ist. Die geometrische Deutung ist sehr leicht» wenn 
man diese Form mit den früher zur Bestimmung von i und /angestellten Ausdrücken 
vergleicht. Es wird K=o, wenn uUe drei beobachteten Orte in einem grössten Kreise 
liegen, ein Umstand^ der bei ersten Bahnbestimmimgen von entfernten Himmels- 
körpern, wie es etwa die kleinen Planeten sind, immer sehr nahe ^zutreffen wird. 
Man kann daraus sofort ableiten, dass die Gleichimg (3) allein scheinbar kein geeig- 
netes Mittel zur Bestimmung von q„ darbietet und in den Fällen, wo die drei Beobach- 
tungen in einem grössten Kreise liegen, völlig unbrauchbar wird; doch die Einfuhrung 
der Relationen für n und n" wird die Ghrösse r„ (die Entfernung des Himmelskörpers 
von der Sonne zur Zeit der zweiten Beobachtung) in die Gleichung in ganz neuer Form 
einfuhren, da aber r„ eine Funktion von q„ und den beobachteten Coordinaten ist, so 
wird durch diese Einfuhrung q„ in anderer Gestalt und in Verbindung mit anderen 
Koefficienten in das Problem eingeführt und die eben angedeutete Unsicherheit 
schwindet mindestens grossen Theils, wenn nicht andere weitere Kombinationen die 
Lösung des Problems in Frage stellen, was später untersucht werden soll. Man muss 
es daher als einen Irrthum bezeichnen, der mehrfach ausgesprochen wurde ^ dass es 
allein hinreichend sei^ eine Bahnbestimmimg aus drei Orten unmöglich zu machen, 
sobald die drei Beobachtungen in einem grössten Kreise liegen. Um zunächst zu einer 
geeigneten Form der Fundamentalgleichung zu gelangen, wird es nöthig sein, die Ver- 
hältnisse der Dreiecksflächen durch andere Grössen zu ersetzen; in §. 6 der Kometen- 
bahnbestimmung wurde gezeigt, dass diese Umsetzung in voller Strenge bei unbe- 
kannten Bahnen nicht möglich ist und es wurde daigethan, wie man diese Verhältnisse 
der Dreiecksflächen durch die Zwischenzeiten in den Hauptgliedem darstellen kann ; 
dieser Umstand veranlasst , dass bei ersten Bahnbestimmungen die heliocentrische Be- 
wegung nicht zu gross sein darf, indem sonst die ersten Glieder der angewandten 
Reihen nicht ausreichend sind. Die daselbst (pag. 110) gefundenen Reihen waren: 

»__ lr,r„] _T„, i ^ iilflzZJüL \ ^' (^^^ "^ ^' '''» "" '''"^ ^^» -\- \ 

[r,r„,] T,\ "^^ r,? "* r,/ dt "^ ' ' ' ) 

Setzt man 

SO wird zunächst, da 

ist , gesetzt werden dürfen 



r„, 






P 



^'- ' r,;^^% + 2Q'+Pa 



dem zu Folge ist also: 



Digitized by 



Google 



465 

^|(0-^,,,2)=_l_J3Q'P_.Q'(P-i) j 

^^ T„, (T,,2 4- r,T,, - T,2) = -J-^ j er (P2 _ ,) + Q'pj ^, 

und die obigen Reihen gehen über in 

'* — i+P r^^2r,8-t- 6r„3 -^^' 4r,/ dt ^ ^' ^r,/^ dt ^ ' " ] 

welche Werthe für n" und n in (3) zu substituiren wären. Thut man diess und setzt 
zur Abkürzung 

SO wird erhalten : 

{A-C+P [B—C] - K [P+ 1) ^,, cos/?,} r.3 + ^Q (^+P5) =0. 

Diese Fundamentalgleichung ist in dieser Form zuerst von P. A. Hansen 
(üeber die Bestimmung der Bahn eines Himmelskörpers aus drei Beobachtungen. 
Sitzgsb. der sächs. Akademie der Wissenschaften in Leipzig) angestellt worden ^ und 
ist in der eben hingeschriebenen Form völlig streng , sobald der wahre Werth von Q 
in die Gleichung eingesetzt wird; dieser ist aber beim Beginn der Rechnung unbe- 
kannt, indem das dritte Glied der Reihe für Q schon eine Funktion der zu bestimmen- 
den Elemente ist. Man kann hier bemerken , dass die zwei ersten Glieder von Q ent- 
standen sind aus den beiden ersten Gliedern der Reihe für n und n'% will man demnach 
die letzteren vollständig in Rechnung bringen^ so muss das erste und zweite Glied der 
Reihe für Q der Rechnung zu Grunde gelegt werden, üeber die Ordnung dieser Glie- 
der und die Vortheile , die man bei der Auswahl der Beobachtungen benützen kann, 
werde ich später das Nöthige beibringen. Setzt man^ um die Uebersichtlichkeit zu 

wahren 

(^-C)-HP(^-C) _ . 



1+p 






80 wird die Fundamentalgleichung 

(irco8/?„)(,„ = i„ + ^? (4) 

In dieser Form sieht man sehr deutlich, wie die Bestimmung von p,, an Genauig- 
keit zugenommen hat^ denn es ist, wie diess bei der Ableitung der Formeln für die 
Bestimmung einer Kometenbahn nachgewiesen wurde, 

r^2 = R,?^ — 2 q„ R„ cos {l„ — L„) cos/9,, + ^„2 

Vermöge der Strucktur der Gleichung (4) sieht man, dass im Allgemeinen b^y und 
Cq Q nothwendig gleicher Ordnung sein müssen. Die Ordnung von c^ Q nachzuweisen, 
hat keine Schwierigkeit. Q ist zweiter Ordnung , da das Anfangsglied der Reihe t, t,„ 
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ist^ dann ist A und B nach (2) wesentlich abhängig von dem Bogen y den der Planet 
scheinbar zurückgelegt hat^ und dieser Bogen ist als eine Grösse erster Ordnung anzu- 
sehen^ demnach ist c^ erster und c^ Q dritter Ordnung , woraus sich der Schluss ergibt, 
dass K und [A — C+ P (B — C)] auch mindestens dritter Ordnung sein müssen. Bei 
kleinen Zwischenzeiten werden also selbst sehr gute Beobachtungen , deren Beobach- 
tungsfehler sehr klein sind , im Allgemeinen ein wenig brauchbares Resultat liefern. 
Die eben angeführten Betrachtungen schliessen aber nicht aus , dass der eine oder an- 
dere Coefficient numerisch höherer Ordnung wird, bei ungünstiger Vertheilung der 
Beobachtungen, und dann kann unter später auseinanderzusetzenden Umständen die 
Bestimmung von q„ und r^ ^^^ ^^^^ Gleichung (4) praktisch und theoretisch unmög- 
lich werden. 

Vor Allem wird es jetzt nöthig sein , die Ordnung der Glieder der Q-Reihe zu 
ermitteln , um abschätzen zu können , wie weit man die Glieder dieser Reihe mitneh- 
men muss, um brauchbare Näherungen zu erlangen. Alle Glieder , die innerhalb der 
Klammem in der Q-Reihe stehen und erster Ordnung sind , können übergangen wer- 
den, da daraus nur Fehler vierter Ordnung in der Fundamentalgleichung qn^stehen, 
während diese aus Grössen dritter Ordnung zusammengesetzt ist. Man sieht auf den 
ersten Blick, dass die mit t, multiplicirten Glieder sofort ausser Betracht kommen , was 

Ar 

um so willkommener ist , da die Bestimmung von -^ sehr schwierig wäre , in der eben 

aufgestellten Form. Das vierte Glied wird sogar zweiter Ordnung, wie sich diess später 
herausstellen wird. Die Vernachlässigung dieser Glietder wird um so bedeutungsloser 
sein, da in der Regel die Bahnbestimmung auf die kleinen Planeten angewendet wird, 
die meistens massige Werthe für die Excentricität haben; denn es ist 

dr tgw . 
j- = —^ smo 
dr Ya 

q> ist durchschnittlich mit 10" anzunehmen, für a ist etwa der Werth 2.7 zu setzen, also 
mit den Durchschnittswerthe wird 

dr 

-j- = o. 1 1 sm tJ 

dr 

Bedenkt man, dass bei grösseren Excentrici täten die Entdeckung aus praktischen 
Gründen meist in der Nähe des Perihels geschieht, wo sint? eine kleine Grösse wird, 
so wird man daraus ermessen, dass in der That die weggelassenen Glieder noch wesent- 
lich verkleinert werden. Ausserdem wird , wenn man bei der Auswahl der Beobach- 
tungen dem Umstände Rechnung tiegen kann, dass die Zwischenzeiten wenigstens sehr 
nahe gleich sind, für den Fall der Gleichheit: 

(P - I) = o 

(P2 _ ,) = o 

wodurch das zweite imd dritte Glied in der Reihe für Q verschwindet. 

Das zweite Glied der Q-Reihe ist völlig bekannt und seine Mitnahme hat keine 
besondere Schwierigkeit, doch lässt es sich nicht schwer nachweisen, dass auch die 
Uebergehung dieses Gliedes gestattet ist. Oben ist gezeigt worden , dass der Nenner 
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dieses Gliedes erster Ordnung ist , fuhrt man , um die Ordnung von (A — B) nach- 
zuweisen, in den Gleichungen (2) für A und B ein 

SO findet sich zunächst : 

A cosft cos/J,„ = 
R, (sin [ß„, - ß,) sin [^ (K-^i'f) - L,] cm\(l„,-K) - sin(/J,„+ ß,) cos [| {K„+l,) ~ Z/,]8in|(A,, -X,) } 

Ä cos/?, C08/J,,, = 

Ä„, ( sin (/?,„- /?,) sin [| (X,,,+ A J - L,„] cos \ (l„,- X,) - sin %, + /?,) cos [| [X„, + A,) - i/,„] sin \ [K- X^ ) 

Da nun L, von Z/„, und R, von Ä,„ nur um Grössen mindestens erster Ordnung 
verschieden sind , so ist die Differenz der beiden obigen Gleichungen in Bezug auf die 
ursprünglichen Werthe erster Ordnung, und da A und B selbst erster Ordnung sind, 
so ist [A — B) eine Grösse zweiter Ordnung, die im zweiten Gliede der Q- Reihe durch 
eine Grösse erster Ordnung dividirt erscheint. Mit Rücksicht auf das eben Gesagte 
wird in der Reihe für Q innerhalb der Klammer 

düs erste Glied o*^' Ordnung 

D zweite » !*•' » 

» dritte d i**' » 

» vierte d 2**' » 
Die übrigen vernachlässigten Glieder sind mindestens zweiter Ordnung. Um 
brauchbare Näherungen zu erhalten , wird es daher hinreichend sein , das erste Glied 
mitzunehmen ; hat man gleiche Zwischenzeiten gewählt, so wird die Annäherung sofort 
um eine Ordnung genauer, da nur Glieder zweiter Ordnung übergangen werden. Dess- 
halb setzt Hansen ebenso wie Gauss in der ersten Annäherung: 

Q = %, T„, 

und macht die Bemerkung , dass die Mitnahme des übrigens völlig bekannten zweiten 
Gliedes nichts nutzen kann, da es von gleicher Ordnung mit dem vernachlässigten 
dritten Gliede sei und verwirft die von Encke zuerst vorgeschlagene Mitnahme dieses 
Gliedes. Ich bin der Meinung, dass wenn man die Bestimmung einer Planetenbahn 

vor hat, wo man im Voraus fast sicher weiss , dass ^' circa — nicht wesentlich über- 
^ dt 10 

schreitet (aus allerdings nur praktischen Gründen), man doch bei sehr ungleichen 

Zwischenzeiten das zweite Glied mitnehmen soll , indem das dritte Glied mit dieser 

Grösse (-4^)> die zwar im Allgemeinen nuUter Ordnimg ist, multiplicirt erscheint. 

Diese Grösse kann aber wegen ihrer Kleinheit bei den kleinen Planeten gleichsam als 
erster Ordnung angesehen werden, und es wird das fortgelassene dritte Glied demnach 
nur einem kleinen Bruchtheil des zweiten Gliedes gleichkommen. Ich möchte daher 
mit Encke für die erste Annäherung vorschlagen : 

womit die erste Auflösung der Gleichung (4) durchzuführen ist. Aber auch bei Kometen 
wird die Mitnahme des zweiten Gliedes empfehlenswerth sein , da hierbei der geocen- 
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trische Bogen zwischen der ersten und dritten Beobachtung^ der als erster Ordnung 
angenommen wurde, vermöge der meist raschen geocentrischen Bewegung der Kometen 
praktisch als Grösse o^*^ Ordnung angesehen werden kann , demnach das zweite G)ied 
der Q^ Reihe eigentlich auch nahezu o^^' Ordnung wird. Von hier ab zeichnet sich 
der weitere Weg der Bestimmung von selbst vor. Man wird mit dem nun genähert be- 
kannten Werthe von ^;, aus den Gleichungen (i) zu ermitteln haben ^, und Q,„y aus 
welchen Wertben in Verbindung mit den Beobachtungsdaten die heliocentrischen 
Orte und die Radienvektoren ermittelt werden. Aus diesen letzteren Angaben er- 
hält man mit grosser Sicherheit genäherte Werthe fiir die Verhältnisse : (Sector : Dreieck), 
die als neue Werthe für die genauere Bestimmung von Q verwendet werden. Man wird 
so lange die Rechnung wiederholen , bis die gewünschte Uebereinstimmung hergestellt 
ist. Die Mittel und Wege zur Erreichung dieser Aufgabe sind in den weiter folgenden 
Paragraphen enthalten. Vorerst will ich die Fälle betrachten, in denen eine Bestimmung 
von Q„ oder r„ aus der Gleichung (4) unmöglich wird. 

§. 2. Die Aasnahmefälle. 

Die Ansicht und Diskussion der Gleichung (4) wird die meisten sich darbieten- 
den Fälle auffinden lassen, bei deren Stattfinden eine Lösung unthunlich wird , oder so 
unsichere Resultate liefert, dass es gerathen erscheint auf eine Bahnbestimmung in der 
eben vorgeschlagenen Form zu verzichten. 

Vor Allem dürfen die Zwischenzeiten nicht zu kurz sein , da die bestimmenden 
Glieder dritter Ordnung in Bezug auf diese sind und demnach die Beobachtungsfehler 
sehr bedeutend vergrössert in das Resultat übergehen. Es ist nicht leicht, ein allgemein 
giltiges Mass zur Definirung der unteren Grenze zu geben, unter die hinabzugehen 
nicht wol zu wagen ist, da wesentlich die Genauigkeit der Beobachtung in Betracht zu 
ziehen ist. Der wahrscheinliche Fehler der gegenwärtigen Planetenbeobachtungen 
dürfte auf circa 1" festzusetzen sein, also Fehler von 2" werden nicht zu selten hervor- 
treten , um so mehr , da gewöhnlich bei ersten Bahnbestimmungen die l-Jeobachtungen 
vorläufig reducirt sind , sich oft nicht neu bestimmten Vergleichsstemen anschliessen 
und demnach unter diesen Umständen wesentlich fehlerhafter sind. Bei sehr schwachen 
Planeten ist noch zu berücksichtigen , dass konstante Auffassungsunterschiede ver- 
schiedener Beobachter sehr dlerkbar hervortreten. Man wird desshalb, sobald es thun- 
lich ist, zur Bahnbestimmung möglichst gute und homogene Beobachtungen verwenden 
müssen und lieber auf Gleichheit der Zwischenzeiten, die wie oben gezeigt wurde, sehr 
wesentlich die Convergenz vermehrt, verzichten , wenn man eine nicht sehr verlässliche 
Beobachtung der Rechnung zu Grunde legen müsste. Bei Kometenbeobachtungen 
treten die eben erwähnten Fehler im verstärkten Masse hervor, besonders die konstanten 
Unterschiede in den Angaben verschiedener Beobachter sind sehr merkbar und die 
Beobachtungsfehler steigen je nach dem Aussehen des Kometen oft sehr bedeutend an. 
Diese Beobachtungsfehler werden jedoch auf den heliocentrischen Ort, der eigentlich in 
Betracht kommt, um so einflussloser sein, je näher der Himmelskörper an der Erde ist. 
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und dieser Umstand macht meistens die grössere Unsicherheit der Kometenbeobach- 
tungen unschädlich , weil die Kometen fast immer in grösserer Nähe als die Planeten 
beobachtet werden. Ein gutes Mass gibt übrigens im Allgemeinen die geocentrische 
Bewegung der Himmelskörper^ und man wird, um den Heobachtungsfehlern uicht allzu- 
viel nachtheiligen Einfluss zu geben, bei Planeten zwischen den beobachteten Orten 
einen Abstand von mindestens i — 2® nothwendig haben, bei Kometen wird dieser Ab- 
stand je nach Umständen wesentlich vermehrt werden müssen und wol nicht unter 
4 Grad im grössten Kreise anzunehmen sein. Die eben angedeuteten Regeln sind aber, 
wie ich besonders hervorhebe, nur ein ganz beiläufiger Leitfaden und können im ge- 
gebenen Falle trügerisch sein, indem ganz wesentlich noch die Vertheilung der Beob- 
achtimgen in Betracht kommt , die bisweilen selbst bei ganz grossen Bogen eine Bahn- 
bestimmung unmöglich macht. 

Wird K und C gleichzeitig Null, welche Bedingung leicht nach den Gleichungen 
(2) (pag. 163) geometrisch zu deuten ist, indem dann der mittlere Sonnenort in dem 
grössten Kreise liegt, der durch die drei Orte des Himmelskörpers gelegt erscheint 
(Ä'=o), so wird in der Fundamentalgleichung zunächst: 

da aber Q und r„ wesentlich positiv sind, so folgt daraus, dass 

A-i-PB 

ist. Es wird demnach c^ ebenfalls der Null gleich, und da wie vorausgesetzt JSr=o ist, so 
enthält (4) (pag. 165) keinen Koeffieienten der eine Bestimmung von r,; gestattet. Man 
sieht, dass sich diese Bedingung meist dadurch charakterisiren wird, dass der Winkel den 
der durch den zweiten Planeten- (Kometen) und Sojinenort gelegte Kreis mit dem diirch 
die äussersten Beobachtungen gelegten Kreis sehr klein wird oder nahe an 180" liegt. 
Für den Ausnahmefall selbst wird dieser Winkel o^ oder 180°. Findet dieser Umstand 
auch nur annähenmgsweise statt, so wird ein annehmbares Resultat der Rechnung nicht 
zu erwarten sein, indem die Beobachtungsfehler ohne Grenze vergrössert erscheinen 
können; in der Praxis wird, da überhaupt auf ein völliges Eintreffen der Ausnahmefälle 
nicht zu rechnen ist, von der Rechnung dann abzustehen sein, wenn nur eine wenig 
geneigte Lage der erwähnten grössten Kreise eintritt; das oben Gesagte gilt von allen 
derartigen Ausnahmefällen, die erhaltenen Elemente werden stets wenig brauchbar oder 
verlässlich sein, wenn letztere auch nur näherungsweise statt finden. Hansen nennt 
den Winkel, der die Neigung der oben bezeichneten grössten Kreise misst, desshalb den 
massgebenden Winkel imd drückt mit Recht den Wunsch aus, dass bei ersten Bahn- 
bestimmungen ausser den Zwischenzeiten auch dieser Winkel bei der Publikation der 
Elemente mitgetheilt wird. Ganz verlässlich wird diese Angabe auch nicht sein, wenn der 
Planet zur Zeit der zweiten Beobachtung bei sehr kleiner Breite in Opposition mit der 
Sonne ist, indem der Abstand des zweiten Sonnenortes von dem durch den ersten und 
dritten Ort gelegten Kreis, wenn der massgebende Winkel selbst ein rechter wird, ganz 
klein sein kann. Diesen Umstand wird man gleich beim Beginn der Rechnung erkennen, 

Oppolzer, Bohnbestimmimgen. 22 
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wenn sehr nahe 1„=zLq und ß„ = o wird, und man wird in diesem Falle die Be- 
rechnung unterlassen ; weil dann die Bestimmung von q„ und r„ theoretisch zwar mög- 
lich ist , aber praktisch sehr unsicher wird. Mit diesem Vorbehalte ist in der That der 
massgebende Winkel eine entscheidende Angabe und die häufige Anwendung wird 
bald die Grenzen finden lassen imter die der massgebende Winkel nicht sinken darf^ 
um die näherungsweise Richtigkeit des Resultates in Frage zu ziehen. Bei relativ 
kurzen Zwischenzeiten wird es nöthig^ dass der massgebende Winkel mindestens 
mehre Grade gross wird. Wollte man ein sehr verlässliches Kriterium haben für die 
Anwendbarkeit der Methode , so würde dieses gegeben werden durch das Produkt des 
Sinus des massgebenden Winkels in den Sinus des Abstandes des zweiten Planeten- 
und Sonnenortes (massgebender Abstand) . Man könnte dieses Produkt , welches nicht 
sehr klein sein darf, wenn die Bahnbestimmung sicher sein soll und stets positiv genom- 
men werden kann, als Gewicht der Bahnbestimmungen bezeichnen, welches mit Rück- 
sicht auf die gewählten Zwischenzeiten einen ziemlich sicheren Schluss auf die Sicher- 
heit der Elemente gestattet. Die Kleinheit des massgebenden Winkels kann meist 
nicht ohne Rechnung erkannt werden, es wird desshalb später auf einfache Weise 
gezeigt werden, wie man diesen Winkel berechnen kann in den ersten Stadien der 
Rechnung, sodass man bald zur Erkenntniss gelangt, ob es der Mühe lohnt, die Rech- 
nung durchzuführen. 

Aehnlich gestalten sich die Verhältnisse, wenn A und B gleichzeitig Null werden, 
was ofienbar stattfindet , wenn der erste und dritte Ort des Himmelskörpers zusammen- 
fallen oder um i8o*^ von einander entfernt liegen, eine Beschränkung die gleich bei der 
Auswahl der Beobachtungen berücksichtigt werden muss. Tritt dieser Fall ein so wird 
nach (2) : 

A = o, B = 0, C = Oy jr=o 

und eine Bestimmung unmöglich. Sind alle drei Breiten Null (sehr klein) , so wird 
ebenfalls eine Bahnbestimmung aus denselben Gründen unmöglich. 

Hiermit sind die wichtigsten Fälle erschöpft, die einen AusnahmefiiU bedingen, 
und diese Fälle werden gewöhnlich angeführt. Es gibt jedoch noch einen merkwürdigen 
Ausnahmefall, der soviel mir bekannt, keine Beachtung gefunden hat. Liegen nämlich 
alle drei Beobachtungen in einem grössten Kreise, wird also K=Oy und bleiben die 
übrigen Coefficienten der Gleichung gross , so kann doch eine sichere Bestimmung un- 
möglich werden ; man erhält dann zweifellos r„ mit grosser Sicherheit, doch der Ueber- 
gang von diesem Werthe auf q„ kann ganz unsicher werden. Dieser Fall wird eintreten, 
wenn der Winkel am Himmelskörper nahe ein rechter ist , was nur geschehen kann, 
wenn r„ < M,, ist; bei kleinen Planeten wird also dieser Ausnahmefall niemals ein- 
treten , wol aber bei Kometen. Ist r„ sehr klein, so kann diese Unsicherheit wesentlich 
vermindert werden, doch bei so kleinen r„ , wie diess hier nöthig wäre, wird die Beob- 
achtung selbst wol praktisch unmöglich. 

Man wird nach dem Vorausgehenden bei der Auswahl der Beobachtungen be- 
sonders die folgenden Andeutungen zu beachten haben : 
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Man wähle möglichst gute Beobachtungen in den möglichst grossen Zeitabstän- 
den; dass man die obere Grenze bei ersten Bahnbestimmungen nicht leicht überschreitet^ 
ist an sich klar. Wenn es möglich ist> so nehme man nahezu gleiche Zwischenzeiten^ 
dadurch wird eine wesentliche Verkürzung und Vermehrung der Sicherheit der Rech- 
nung erzielt. Der erste und dritte beobachtete Ort dürfen nicht einander zu nahe liegen. 
Die Vergleichung mit der Sonnenephemeride wird sofort ergeben ob der Himmelskörper 
zur Zeit der zweiten Beobachtung in der Opposition (die Conjunction wird wol kaum je 
in Betracht kommen) mit der Sonne ist bei sehr kleiner Breite; letzteres muss ver- 
mieden werden. Während der ersten Stadien der Rechnung wird die Berechnung des 
Gewichtes die letzte Entscheidung geben. 



%. 3. Ableltang TOn q, und q„, ans ^„. 



Ich will mich vorläufig nicht befassen mit den Transformationen, die man vor- 
nehmen kann um die Gleichimg (4) (pag. 165) möglichst rasch und bequem durch Ver- 
suche aufzulösen, sondern vorerst den Nachweis liefern, dass man, sobald q„ bekannt ist, 
stets mit Sicherheit ^, und q,„ ermitteln kann, woran sich die Ableitung des verbesserten 
Werthes für Q anschliesst. Die Kenntniss von q, , q„ und q„, wird auch ein geeignetes 
Hilfsmittel an die Hand geben, die Zwischenzeiten für Aberration zu korrigiren, woraus 
eine geringe Aenderung des Werthes für P resultirt 

Die Bestimmung von q, und q„, aus den ßleichungen (2) , nach Einsetzung des 
Werthes für q„ , kann auf sehr verschiedene Weise durchgeführt werden. Fast alle der 
bisher gegebenen Formen sind nicht stets anwendbar, und man muss sehr achten, ob 
nicht der eine oder andere die Anwendung ausschliessende Fall eintritt; diese Be- 
schränkung bringt aber fast in allen Fällen eine Vereinfachung der Rechnung mit sich ; 
es lassen sich aber Formen angeben , die allgemein anwendbar sind in dem hier vor- 
gelegten Probleme und überdiess die Rechnung nicht sehr wesentlich vermehren ; ich 
werde diese hier nun ableiten und diese ausschliesslich fQr die Anwendung empfehlen. 

Setzt man für ilin den Gleichungen (i) den Werth X,,, so wird erhalten: 
n [q, cos [l, — l,„) coBß, — B, cos (L, — 1„,)] + n" [q,„ cos/J,„ — B,„ cos (L„, — l,„)] = 

= Q„ cos (l„ — X„,) coaß,, — B„ cos (L„ — 1„,) 
n {q, sin [l, — X,„) cos/J, — B, sin (L, — X,,,)} -|- n" [— B„, sin [L,„ — X„)) = 

= Q„ sin [l„ — l„,) cos ßf, — B„ sin (L„ — l,„) 
n Q, sin/^, -h n" q,„ sin ß,„ = q,, sin ß,, 

Multiplicirt man die erste vorstehende Gleichung mit sin ß„, und die dritte mit 
— cos ß„, und addirt man diese beiden Gleichungen , so wird erhalten , wenn man alle 
von Q, freien Glieder rechts vom Gleichheitszeichen setzt und die zweite der obigen 
Gleichungen ebenso transformirt : 

nq, {cos (l, — l„,) cos/9, sin/9„, — sin/9, cos/9,,,} = {nB, cos iL, — l„,) — B„ cos (L„ — A,,,) 
4- n" B„, cos [L„, — X,„) } sin ß„, + q„ { cos [X„ — X„^ cos ß„ sin ß„, — sin ß„ cos ß„ } 
n q, sin [X, — X„) co8/9, = « Ä, sin [L, — X,„) — JB„ sin [L„ — X„) + vi' B,„ sin [L,„ — X„) 

+ ?„sin(^„ — X„) cos/9,, 
22» 
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Die Coefficienten von nq, und q„ haben eine ganz bestimmte geometrische Be- 
deutung , und die Einführung dieser neuen Grössen in Form von Hilfswinkeln wird die 
Rechnung wesentlich erleichtem. Ich will , um das Resultat anschaulicher zu machen, 
ein zusammengehöriges Paar dieser Coefficienten vornehmen und deren Bedeutung 
erläutern. Ich betrachte das sphärische Dreieck zwischen dem Pol der Ekliptik und 
dem ersten und dritten beobachteten Orte ; bezeichne ich mit J„ die Distanz zwischen 
dem ersten und dritten Orte, mit w„/ den Winkel am dritten Orte, so ist sofort : 
sin 2/,, sin wj = sin [X,„ — X!) cos/?, 
sin^,, cos WfJ = sin/J, cos/?,,, — cos/J, smß,„ cos (X„, — k,) 
man wird desshalb hq, in der ersten Gleichung in Verbindung mit sinz/,, cosw,,/ er- 
halten, in der zweiten mit sinJ," sinw,,/; multiplicirt man demnach die erste Gleichung 
mit co8W„' die zweite mit sinw,,,' und addirt, so erhält man als Coefficienten von q, den 
Faktor n smJ„y eine Grösse, die der Voraussetzung (kein Ausnahmefall] nach niemals der 
Null gleich werden kann; demnach ist durch diese Form der Auflösung die sichere Be- 
stimmung von q, aus q„ garantirt. Es braucht wol nicht hervorgehoben zu werden, dass 
die geometrische Bedeutung von J„ und w„/ gleichgiltig ist fiir die Einfuhrung der 
Hilfswinkel, aber wesentlich ist fiir die Deutung der Grössen und Sicherheit der Formeln 
in ihrer Anwendung. 
Ich setze also : 

sin^,, sin TF' = sin {l,„ — k,) cos/9, 
8inJ„ cos W = sin/^, cos/9,„ — cos/^, siu/^,,, cos (l,„ — X,) 
sin^i, sin W^ = sin (X„, — X„] cos/?,, 
sin^, cos WTq = sin/?,, cos/?,,, — cos/?,, sin/?,,, cos (X,„ — X„) 
in welchen Gleichungen sin 2/,, und sin^, stets positiv angenommen werden können. 
Es wird dann : 

— nq, sinJ,, cos W = [n R, cos {L, — X,„) — i?„ cos (L„ — X,„) 

-h n"R„, cos (L„, — X,,,]} sin/?,,, — sinJ, cos W^ q„ 

— tiQ, s\nJ„ sin W = n R, sin [L, — X,„) — Ä„ sin (L„ — X„,) 

+ n"R,„ sin {L,„ — X„,) — sin^, sin W^' q„ 
Setzt man : 



(5) 



R,, Bin {L„ — L,) 
R,„ sin (i,„ — L,) 



= N" 



R„ sin [L„, ~ L„) 
R, sin {L„, — L,) 



= N 



so ist streng : 

sin/?,,, [NR, cos (A,„ — L,) — Ä„ cos (A„, — Z,J + iV"i?„, cos (A„, — L,„)] = o ) 

NR, sin (A,,,— Z,) - i?„ sin (A„, - Z„) -h iV"i2,„ sin (A„, - L„,) = o j ^^^^ 

subtrahirt man von der ersten Gleichung in (6) die erste von (5) und addirt die beiden 

zweiten Gleichungen in (5) und (6), so findet sich: 

nq, B\nJ„ cos W = {(N'-n) R, cos (X„, — L,) + (N" — n") jB,„ cos [X„, — L,„)} sin/?,„ 

4- sin^, cos W^ q„ 
— nq, sin J„ sin W = {[N — n) R, sin (A,„ — L,) -|- [N" — n") R,„ sin (il,,,— L,,,) 

— sin^, sin W^ q„ 
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Multiplicirt man endlich die erste Gleichung mit cos W, die zweite mit * — sin W .und 
addirt nachdem man gesetzt hat 

ßin/J,, cos W =/, sinF, 

— 8inTr'=/cos-F, 
so resultirt: 

nQ,= (N- 71) ^^^ sin [X.„ - L, + F;) + [N" - n") J;^^ sin iK - U, -f F,) 

Ein ganz ähnliches Verfahren wird man für ß,„ einschlagen können und erhalten: 
sin^,, sin TF'" = sin (^,„ — A,) cos/?,,, 
sin^„ cos TF'" = sin/9„, cos/J, — cos/?,,, sin/?, cos (i,„ — X,\ 
sinz/,,, sin fFo" = sin (X„ — A,) cos/?,, 
sinz/,,, cos IFy'" = sin/?,, cos/?, — cos/?,, sin/?, cos (A„ — A,) 
sin/?, cos W"' =f„f sin F,„ 
sinfr'"=/„, cosF,,, 

n>„, = (iV- n) ^^^ sin (A, - L, + i^„,) + (iV" - ;^") 4^ sin (^, - £,„ + i^.,) 

Die Coefficienten von [N — n), [N" — n!') und q„ sind in beiden Ausdrücken 
(fiir q, und ß,„) völlig konstante Grössen und können ein- für allemal berechnet werden. 
Allerdings ist die Herechuimg dieser konstanten Coefficienten nicht so kurz als man es 
wünschen könnte, doch da alle Hilfsgrössen durch die verschiedene Kombination 
weniger Werthe erhalten werden, so macht sich die Rechnung viel kürzer, als man es 
erwarten würde. Wie man sieht wird die Berechnung von q, und ^„, nach q„ nur dann 
unmöglich, wenn die scheinbaren Orte des Himmelskörpers zur Zeit der ersten und dritten 
Beobachtung identisch werden [J„ = o) , dann ist aber überhaupt eine Anwendung 
dieser Formeln nicht nöthig, da eine Bestimmung von q„ in diesem Falle unmöglich ist. 

§• 4. Die Bestlmmang der Werthe n and n". 

Bei der Berechnung der Grössen q, und q„, treten die Werthe n und v!' auf, die 
beim Beginn der Rechnung nicht völlig genau bekannt sind. Bei der Aufstellung der 
Fundamentalgleichung selbst sind ebenfalls diese Grössen durch Einführung der Grösse Q 
verschwunden und es stellt sich demnach die Aufgabe die Werthe von n und n" zu er- 
mitteln , die in jeder Hypothese angewendet werden müssen , um q, und q„, berechnen 
zu können und weiter für die folgende Hypothese genauere Werthe zu liefern für die 
Verhältnisse der Dreiecksflächen. Hierbei können zwei wesentlich verschiedene Wege 
eingeschlagen werden. Bislang ging man von den folgenden Betrachtungen aus. Die 
Gleichung (4) (pag. 165) kann geschrieben werden: 



(p + 
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Die Gleichung (3) (pag. 163) ist aber 

nA + n"B = Kq„ cos/?,, + C 
Vergleicht man beide Gleichungen^ so werden dieselben identisch^ wenn man setzt : 

woraus P und Q bestimmt wird nach 

n [r, r„,] 

Man hat demnach durch die Berechnung von (7) die Werthenundn" erhalten und 
zwar in der Annäherung als es die Werthe P und Q sind ; würden die strengen Werthe 
von Pund Q bekannt sein, so wären n und n" sofort die richtigen Werthe furdie Verhält- 
nisse der Dreiecksflächen. Der Weg, der im Verlaufe der Rechnung zu verfolgen ist, war 

nun wie folgt vorgezeichnet. In der ersten Annäherung wurde P= — und Q = t, t„, 

(man könnte allenfalls für Q das zweite Glied der Reihe mitnehmen) gesetzt und mit 
diesen Werthen die drei heliocentrischen Orte und Entfernungen des Planeten bestimmt, 
woraus nach später zu erläuternden Prinzipien das Verhältniss : (Sector : Dreieck) ermittelt 
wurde für die verschiedenen Dreiecke die in Betracht kommen. Diese Bestimmung des 

Verhältnisses: -^ wird, wie es sich später herausstellt , sehr sicher, wenn auch nur 

ganz genäherte Werthe der heliocentrischen Coordinaten vorhanden sind, unter dem 
Vorbehalte massiger heliocentrischer Bewegung. Bezeichnet man diese Verhältnisse 
mit Tj und versieht dieselben analog wie die Zwischenzeiten mit Accenten, so wird 

rj„, zum Dreieck i., 2. Ort und Sonne 

ri„ » » I., 3- » » » 

tjf ^ » 2., 3. » » » 



gehören und man hat demnach : 






W' ^— ÜJ! . ^ 



woraus sich ergibt nach (8) zunächst : 

P = — • — 

Die Ableitung von Q bedarf einer näheren Auseinandersetzung, da die Fornuvon 
Q in der Anwendung beschwerlich und wenig genau wäre , da (n" + ^) nahe der Ein- 
heit gleich sein wird. Es ist aber für jeden beliebigen Kegelschnitt , wenn wie früher 
mitp der Parameter bezeichnet wird : 

— = I 4- ß cos V, 

r, 

^ = I + C COSÜ,, 

^- =r= I 4- ö COSÜ„, 
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Multiplicirt man die erste Gleichung mit sin (p,„ — v„), die zweite mit sin (v, — v,„), 
die dritte mit sin (v„ — v,) und addirt, so wird : 

^ sin (v,„—v„) — ^ sin {v„,—v,) + ^ sin {v„ — t?,) = sin {v,„ —v„) — sin (v,,, — r,) -f sin {v„ — v,) 

Schreibt man nun der Kürze halber 

»w ^n = 2/' X>„, t?, = 2/" Vf, t?, = 2/'" 

und bedenkt, dass ist : 

r„ r,^ sin 2/' = \t„ r^,] ■ = 2 r„ r„, sin/' cos/' 
r, r,^ sin 2/" = [r, r^,] ^=^ ir, r,„ sin/" cos/" 
r, r„ sin 2/'" = [n r^] = zr, r„ sin/'" cos/"' 

so wird man erhalten, wenn man in der obigen Gleichung rechts vom Gleichheits- 
zeichen setzt : 

^w ^/ = («'w — ^//) + i^f, — «?/) 

und reducirt : 

jj!V?y__ ITlüJ 4. JV?V^| ^ 4 sin/' sin/" sin/"' 

multiplicirt man beiderseits mit r, t„ r,„ so wird mit Rücksicht auf die Relationen für 
[rn r„,] , [r, r,„] und [r, r„] erbalten : 

P l \r„ r„,] — tr, r,;,j -t- \r, r„\ j — ^^^ ^^ ^^^ ^^^, ^^^,, ^^^,„ 

Für Q kann aber gesetzt werden : 

nun ist aber , wenn man die Masse des Körpers im Verhältnisse zur Sonnenmasse der 
Niül gleich setzt (nach pag. 45) : 

2 Sect = A^y> = 2/^-^ =2/\,ti 

demnach wird mit Einführung der obigen Bezeichnung : 

^/ VP = [^f r„,] t], 

'^n Vp = [r, r,„] ij„ 

'^m Vp = [^' ^"] V"^ 
Es kann für Q geschrieben werden, wenn man bedenkt, dass ist 

P • ^1 htf ■_ , 

V, nm [rff n„] [r, r„] 






oder mit Einsetzung des eben fur/> gefundenen Werthes: 



Q = 



1?, '/m n »-m C08/' COS/" C08/'" 

welcher Ausdruck streng richtig ist. 

Man kann demnach nach Durchführung der ersten Hypothese die Grössen 
fj, und ri,„ sehr nahe richtig ermitteln, mit diesen Werthen werden genauere Werthe für 
P und Q abgeleitet, die eine neue verbesserte Auflösung gestatten, die ihrerseits wieder 
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noch genauere Werthe für tj, und rj„, finden läset. Diese Art derRechnung kann nun 
so lange fortgeführt werden, bis in den Grössen P und Q keine Aenderung stattfindet. 

Den eben vorgeschlagenen Weg will ich aber nicht näher verfolgen und habe 
denselben nur hier andeutungsweise vorgenommen , ^da derselbe bislang der allgemein 
übliche war. Victor Knorre hat in seiner Inauguraldissertation (Additamenta in 
usum commodiorem et tutiorem methodorum, quae ad orbitas planetarum paucis obser- 
vationibus determinandas inserviunt. Berolini MDCCCLXVII) auf Grundlage der 
Hansen 'sehen Form für die Fundamentalgleichung ein Verfahren angegeben, welches 
unmittelbarer erscheint , indem nur eine Correction für Q eingeführt wird , für welche 
Grösse allein nach den bisherigen Entwickelungen eine Näherungsannahme nöthig wird. 
Die Rechnung wird in mancher Beziehung kürzer, da jetzt P als konstante Grösse auf- 
tritt, andererseits wird sie länger, da die Berechnung von r]„ erforderlich ist, die man für 
ersteren Weg nicht nöthig hat. Es lässt sich aber der Nachweis liefern, dass das zweite 
Verfahren etwas genauer ist, besonders bei wesentlich ungleichen Zwischenzeiten, und 
da die Rechnung nach dieser Methode gewiss nicht weitläufiger wird, so verdient die- 
selbe unstreitig den Vorzug. Auch wird es sich zeigen, dass die Bestimmung eines 
später einzuführenden Winkels w in den meisten Fällen sehr unsicher wird ; da die Be- 
rechnung dieses Winkels nach dieser Methode nur einmal nöthig wird, so entsteht 
daraus eine allerdings für das Resultat wenig in Betracht kommende gleichmässigere 
Konvergenz der numerischen Werthe. 

Die Bestimmung von n und «" kann nun nicht mehr nach der Form (7) vor- 
genommen werden , da P nun nicht mehr willkührlich bestimmt werden kann , indem 

ich voraussetze, dass jetzt P ein konstanter Werth ( — ) ist, der höchstens einmal im 

Verlaufe der Rechnung eine Abänderung erfahrt, wenn man die Korrektion für Aber- 
rationszeit einfuhrt. Setzt man 

n ^ ^ . '?^' 

n" Im . ^ 

hf V/ff 

und fuhrt neue Funktionen ein, indem man setzt : 

— = I -I- "' — = I -4- 

80 wird man sofort die Behauptung aufstellen können , dass F, und Y,„ Grössen zweiter 
Ordnung sind. Setzt man diese Werthe in die Gleichung (3) des §. 1 (pag. 1 63) ein, 
80 wird geschrieben werden können für diese, wenn jetzt ist : 

P =^ — 

JTn P^fi/? . ^_ A-\-PB i AY„, + PBY, ) 

Kq„ cos/J,, + C7= T + p- 1^ + -^^^i^JÄ^PWS 

die Fundamentalgleichung gibt aber 

Kq„co,ß„ + C = ^^^\i + ^-^3J 

daraus schliesst man, dass der strenge Werth von Q ist : 

Q _ AY.„ + PBY, , > 

^— A + PB 19J 
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Es wird nur noch nöthig sein, den Nachweis zu liefern, dass Y,„ und Y, aus rj, tj„ 
und ti,r mit hinreichender Sicherheit berechnet werden kann. Die Art der eingeführten 
Funktion gibt sofort : 

Y, =(^-^- i) 2r„» = (V-J) -(">»-■) 2r„3 

wobei die zweite Form die Rechnung wesentlich erleichtert und sichert, indem sich 
bequeme Formen zur Berechnung von [t], — i), [r]„ — i), (rj,„ — i) angeben lassen. Ein 
Bedenken kann aber rege werden dadurch, dass zur Bestimmung von Y,„ und Y, der 
Weith von r„ bekannt sein muss , der nothwendig der vorausgehenden Hypothese ent- 
lehnt sein muss und dem Werthe entspricht, der zur Ableitung von rj, y tj,, und ri,„ 
gedient hat. Es wird unten gezeigt werden , wie t], , t]„ und tj,,, berechnet werden 
können auf völlig strenge Weise; aber um die Verhältnisse hier besser zu übersehen, 

will ich eine schon bekannte Form für — und — einfuhren. Die Beihen, die für 

n und fi' erhalten wurden, geben innerhalb der Klammem die Werthe — und — , man 

hat also, wenn man Y,,, und Y, nach diesen Reihen berechnen wollte und sofort beim 
ersten Gliede stehen bleibt : 

-* tn —^ ... 



I, — y ^-. . . 

da vif , ri„ und ly^ in der strengen Form mit dem noch fehlerhaften r„ berechnet ist , so 
werden durch die Multiplikation mit dem in demselben Masse fehlerhaften r„^ (um F,,, und 
Y, zu erhalten) die so entstandenen Fehler in den Ghrössen zweiter Ordnung aufgehoben 
und nur die Grössen dritter Ordnung sind durch diese Differenz des wahren und an- 
genommenen Werthes {dVf^ von r„ beeinflusst. Man kann daraus ersehen, dass die 
gewählte Form genauer ist, als die früher vorgetragene Methode, da in dieser die Werthe 
fj, und rjf„ unmittelbar erscheinen , demnach schon in den Gliedern zweiter Ordnung 
wegen Jr„ etwas fehlerhaft sind; in dieser ersteren Methode ist aber dieser Umstand 
nicht sehr nachtheilig, da die Glieder zweiter Ordnung in jj, und iy,„ viel kleiner sind 
als in ri„ ; letzteres Verhältniss, welches zum grossen Dreiecke gehört, bedarf die erstere 
Methode nicht; bei sehr ungleichen Zwischenzeiten wird aber die grössere Convergenz 
dieser zweiten Methode sehr merkbar hervortreten. 

Zur Berechnung von n und n" wird man haben nach dem Vorausgehenden : 

wo für r,f der Werth anzuwenden sein wird, den die, neue Auflösung der Gleichung mit 
dem verbesserten Werthe von Q gegeben hat. Die Berechnung von (lo) kann auch 
ausgeführt werden durch 

Oppolier, Bahnb«stiminiiiigen. 23 
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■fr, = tg2 a,„ i = tg2 e, 



Y Y 



n = -- sec2 £,„ «" = ^ sec 






'10/6 



Aus dem eben Vorgetragenen wird man demnach das folgende Verfahren für die 
Anwendung ableiten. In der ersten Hypothese setze man : 

Y, =|(t.2 — T„,2) 

n _ ^ Yn. + PB Y, 

und das Glied erster Ordnung in der Reihe für Q ist ebenfalls mitgenommen ; will man 
dasselbe weglassen, was jedoch nicht ganz zweckmässig ist, so hätte man einfacher 

Y, = Y,„ = Q = T, %,„ 

Sind genäherte Elemente schon bekannt, so wird man sofort für Y, und Y„, 
genauere Werthe einführen können. Die Methoden hierfür werden sich aus dem später 
folgenden ergeben. 

Ist eine Annahme über Y,,, , Y^ und Q gemacht , so ermittelt man daraus nach 
der Gleichung (4) des §. 1 (pag. 165) ^„ und r„ und berechnet mit diesen Werthen dann 
ganz gleichmässig in allen Hypothesen n und ri' nach (10) und daran schliesst sich die 
Berechnung der Werthe g, und ^,„ . Es erübrigt weiter noch die Ableitung der Werthe 

r,, r,„ und/', /" und /'" um das Verhältniss: —j— zu berechnen, und ehe ich an die 

Erklärung dieser Methode gehe, will ich zeigen , wie man diese nöthigen Grössen leicht 
aus dem Vorhandenen bestimmen kann. 



§• 5. Auflösung der Fmndamentalgleichuiig and Ermittlung 
der erossen r, t„ r„, f /" f". 

Die versuchsweise Auflösung der Fundamentalgleichung in der Form, in welcher 
dieselbe in §. 1 aufgestellt ist, ist keineswegs sehr beschwerlich zur Auflöeung, um so 
mehr, wenn man r„ als Funktion von q,, in der Weise darstellt^ wie diess geschehen ist 
bei der Bestimmung einer Kometenbahn; doch lassen sich noch weitere Transfor- 
mationen vornehmen, die die Auflösung wesentlich erleichtem. 

Ich schliesse mich ganz der Form an, die Gauss und Hansen hierför in Vor- 
schlag gebracht haben. Nennt man in dem ebenen Dreiecke zwischen Planet , Erde 
und Sonne zur Zeit der zweiten Beobachtung den Winkel an der Erde i8a — d, den 
Winkel am Planeten ;:; , so ist : 

_ P ein(<y — g) 

Uff ^ Mff ; 

■ ' Sin z 

Setzt man diese Werthe in die Fundamentalgleichung ein, so wird : 
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Führt man nun Hilfswinkel ein^ 8o kann man zunächst setzen : 

C — KM,, cü8/9„ cos d = S cüscr 
KM,, co8/?„ sind = 5 sin a 
und es ändert sich die Gleichung ab in 

~/D — ' — frä = , . T>« *J (sin 2; cosa 4- cüs;^ sma — sinz 



Setzt man also weiter 



-7 . „ D o sina = Si sinw 

' S cfoscF -— I = ß cosa> 



A-\-PB 



und setzt der Kürze halber 



= M 



2(Ä„8in<f)3Ä 
SO ist die Endform der Gleichung 

M sin;?* = sin [z + «) 
aus welcher Gleichung 2 durch Versuche zu ermitteln ist. Der früher erwähnte un- 
günstige Fall der Bestimmung (pag. 170) wird sich in dieser Gleichung zeigen , wenn 
die in Betracht kommende Wurzel von z nahe an 90° ist und 6 ebenfalls sich nicht viel 
von demselben Werthe unterscheidet. Da der Voraussetzung nach K = o ist, so wird 

u = o a> = o 

Es wird als hinlängliches Kriterium gelten für diesen Ausnahmsfall , da , wie 
früher vorausgesetzt ^vurde, d niemals nahe an 180° sein kann, wenn sin 2? nahe ± i 
und sin co nahe der Null gleich ist. In diesem Falle werden gewöhnlich zwei brauch- 
bare Wurzeln einander sehr nahe liegen , welches die wahre ist , können nur andere 
Beobachtungen entscheiden. 

Die Berechnung aller dieser Ausdrücke, die zur Zusammenziehung der Gleichung 
(4) vorgenommen wurde , macht sich sehr einlach ; die Berechnung von S und a kann 
aber noch etwas bequemer gestellt werden. Zunächst wird man durch augenfällige 
Transformationen erreichen : 

Csind = -S sin (tf -h a) 
C cos d — KM„ cos/?,, = S cos [d + a) 
Bestimmt man nun ausser dem Winkel d noch die Neigung des durch den zweiten 
Planeten- und Sonnenort gelegten grössten Kreises gegen die Ekliptik xp , so hat man 
fiir diese Bestimmung zunächst aus dem sich darbietenden sphärischen rechtwinkligen 
Dreiecke : 

sin (180 — ö) Binxlß = sin/?,, 
sin (180 — d) cosy; = cos/J„ sin (l„ — L„] 
cos (180 — d) = co8|^„ cos {l„ — L„) 
oder auch : 

sin 6 siuip = sin ß„ 

sin ö cos ip = cos ß„ sin [l„ — L„) 

cosd = — cos/^„ cos {l„ — L„] 

23* 
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d wird stets kleiner als i8o*^ angenommen werden können^ es ist demnach sind stets 
positiv. 

Setzt mau nun für (7 und JT aus den Gleichungen (2) des §. 1 (pag. 163) die 
Werthe ein, so wird zunächst erhalten, wenn man für cos 3 den eben angesetzten Werth 
einfuhrt : 

C cos 3 — KR„ cos ß„ = Rf, p+ cos ß,, tgß, {cos {l„ — L,,) sin (l,„ — L„) — sin {l„, — X„) } 

— GOBß„ tg/^,„{cos [X„— L„) sin (l, — L„) -f sin {l„ — A, )} 
-(- sin/S,, sin(X„, — l,) 

Bedenkt man nun, dass gesetzt werden kann 

Äff — Af = [Äff — 1^„\ — [Af — Ijffj 
SO wird 
(7 cos 3 — ^M„ cos/?,, = 

Rff [cos ß„ sin {X„ — Lff) (tg ß, cos (X,„ — /.„) — tg/S„, cos (A, — £„) } -f sin /;„ sin {l,„ — l,] ] 

Setzt man also 

D = R,f [t^ß, cos [X,„ — Z,,) — tg/?„, cos [K — Lf,] } 

und substituirt man für cosßf, sin (A„ — Z/„) und sinß,, die entsprechenden Funktionen 
von 3 und y; so wird erhalten 

C cos d — KRff cos /?„ = Z> sin d cos tp -(- i2„ sin (X,,, — X,) sin t/; sin 3 
macht man daher überdiess 

r sin ^ = I) 

T cos t = R„ sin ^^„ — A,) 
so wird 

^ sin(d-f<y) = C 



sind 
sin 



^ COS (d 4- ai = jT sin [t + V) 



welche Ausdrücke man mit Vortheil zur Berechnung von a und ä benutzen wird. Es 
ist natürlich gleichgiltig , welche Annahme man über das Zeichen von S macht , doch 
ist es angemessen für [3 + o) den für 3 sehr nahen Werth anzunehmen, da a eine kleine 
Grösse ist, wie sich diess später herausstellt. Man wird auch begreifen, dass eine Ab- 
änderung der bislang eingeführten Hilfsgrössen für die verschiedenen Hypothesen, 
wenn man von der Berücksichtigung der Aberration absieht, nicht nöthig wird, nur 
log M ändert sieh ebensoviel ab, als sich log Q in den verschiedenen Annäherungen ge- 
ändert hat. Dieser Umstand erleichtert sehr wesentlich die Durchführung der Rechnung. 
Die bisher erlangten Grössen werden auch eine einfache Berechnung des mass- 
gebenden Winkels und des Gewichtes gestatten. Der massgebende Winkel ist bekannt- 
lich die gegenseitige Neigung der durch den ersten und dritten beobachteten Ort 
hindurchgelegten grössten Kreises und des durch den zweiten Sonnenort und zweiten 
beobachteten Ort gezogenen Kreises. Um nun einen Ausdruck für den massgebenden 
Winkel [x] zu finden, muss ich die Bedeutung der eingeführten Hilfswinkel erläutern. 
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Die geometrische Bedeutung von ip und 3 habe ich bereits oben angegeben. Der Bogen 
(3 -f- <^) wird sich als das Supplement des Abstandes des Durchschnittes der zwei er- 
wähnten grössten Kreise Tom zweiten Sonnenort erweisen; um diesen Nachweis zu 
liefern , nenne ich die Länge und Breite dieses Durchschnittspunktes X^ und ß^ , so ist 
durch die Bedingung des grössten Kreises : 

o = tg/^' sii^ i^^^f — K) — tg/y^ sin ll,„ — X,] + tgj»,,, sin (X^ — X,) 
t&r tgß^ kann aber auch gesetzt werden: 

tg/?^ = 8in(A^~i„) tgt^ 
Nenne ich den Abstand des Durchschnittspunktes vom zweiten Sonnenorte m so ist 

auch 

tg (X^ — L„) = cos V' tgm 

Die auf Null reducirte Gleichung kann zunächst gestellt werden nachdem tg/^^ durch 
sin [X^ — L„) tgxfj ersetzt ist und man zerlegt hat: 

A,„f — — A^ = [Afff ■ Xy,,j — (Ajij Xj„j 

X^ — Xf = (X^ — L„) — [X, — L„) 
cos (X^ — L„) { tg/?, sin (X„, — AJ — tgß,„ sin (X, — L,) } = 

sin [X^—L,] {tg/9, cos {X„, — L,) + tgt/; sin [K, — X,) — Xgß,„ cos [l, — L„) ) 
oder mit Rücksicht auf die für tgm aufgestellte Relation 

tg A sin lX,„ ~ L„) — tg/?,,, sin (J, — L„ 



tgw = 



cos \p [tg ß, cos (A,„ — L„) — tg/5„, cos (;, — Z,,}] + sin i/; sin [l,„ — A; 



Mau sieht sofort^ dass für den Zähler geschrieben werden kann: — p-» für den Nenner 

aber 

Ccosd— KR„(io%ß„ Tsin (H^V) 

i2„ sin J Rf, 

demnach wird auch 

tgm = — tg(d + cr) =tg(i8o— (d + ^)) 

während (i8o — 8) der Abstand des zweiten Planeten- und Sonnenortes ist, ist 

i8o — (d-|-<y) der Abstand des Durchschnittspunktes vom zweiten Sonneuort; a wird 

also eine sehr massige Grösse im Allgemeinen sein. Die Bedeutung des Winkels t ist 

jetzt nur noch zu eruiren. 

Es ist : 

^ R„ sin {l,„ — X,) »inll^, — X,: 

Zerlegt man wieder 

X„r — Ijf, =^ (X,„ — A,) -f- [X, X/„j 

SO erhält man 

tg^ = -^g^-' + ^y^y--'^'' C08 [X, - L„) - tg/J, Bin {l, - l;.. 

Bezeichne ich nun den aufsteigenden Knoten des durch die beiden äussersten 
Orte gelegten grössten Kreises mit Q^, seine Neigung mit i^y so wird sofort aus der eben 
entwickelten Gleichung erhalten : 

— tg< = tgf„ cos [X, — QJ cos (A, — L„) -f tgi'o sin [X, — Q^j sin [X, — L„) 
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woraus sich findet : 

cotg [t — 90") = tgt; cos [L„ — Qo) 

Fällt man also vom zweiten Sonnenort ein Perpendikel auf den die äussersten 
Beobachtungen verbindenden grössten Kreis, so wird der Winkel zwischen der Ekliptik 
und dem Perpendikel sein : [t — 90°) und der Winkel zwischen dem Perpendikel und 
dem den zweiten Planeten- und Sonnenort verbindenden grössten Kreis 180 — [t — 90°) — \f) 
oder 270° — [t-\-\p)'y und es ist, wenn ich den massgebenden Winkel mit :r bezeichne 
und jetzt das rechtwinklige Dreieck zwischen den beiden oft erwähnten Kreisen und 
dem Perpendikel betrachte, dessen Hypothenuse also 180 — [d -\-a) ist, für diesen 

^ cos (<F + a) 

und das Gewicht (pag. 170): 

O = sina? sincJ 

Nach dieser Digression über die Bedeutung der Hilfsgrössen kehre ich wieder 
zu der Gleichung : 

M miz^ = sin(« + ö>) 
zurück. Die Auflösung dieser Gleichung wird ohne viel Mühe durch Versuche geschehen 
können , und es ist klar , dass im Allgemeinen vier reelle Wurzeln dieser Gleichung 
genügen können; die Untersuchung über die Zahl der brauchbaren Wurzeln bietet in 
sofern ein Interesse, indem in seltenen Fällen zwei Lösungen für die vorgelegte Aufgabe 
möglich sind; wo über die Richtigkeit der einen oder anderen Wurzel nur andere 
Beobachtungen entscheiden können oder wo durch anderweitige Rechnungen genäherte 
Werthe für r„ und q„ bekannt sind, wie diess besonders bei Kometenbahnen stattfinden 
wird , werden die zu den Wurzeln gehörigen Werthe von q„ und r„ meist leicht ent- 
scheiden lassen , welche Wurzel die richtige ist. Die Wurzeln z^ d müssen ausser 
Acht gelassen werden, da sonst nach der Gleichung 

R„ sin ( J — z) 

^" — S5^ 
q,, eine negative Grösse würde, was nach der Natur des Problems unmöglich ist. 
Häufig wird der Gleichung ebenfalls ein Werth von z genügen ^ der sehr nahe an d ist 
und ebenfalls der Bedingung z<id entsprechen kann. Diese Wurzel bezieht sich auf 
die Erdbahn und wird q„ nahe an Null geben. Die Erklärung dieses Umstandes ist 
sehr leicht. Die beobachteten Orte geben nichts als Richtungslinien, die jedenfalls sehr 
nahe am Erdcentrum vorbeigehen, und da die für den Himmelskörper eingeführten Nähe- 
rungen fiir Q ebenfalls für die Erde gelten, so darf es nicht Wunder nehmen, dass auch 
diese den Bedingungen genügt» Man sieht leicht ein, dass aus praktischen Gründen 
meistens nur dann zwei plausible Lösimgen möglich sind, wenn die Bahnrechnung sieh 
auf einen Kometen bezieht. 

Weitere Betrachtungen können füglich ausgeschlossen werden , da in der An- 
wendung selten oder nie bei gehöriger Umsicht ein Zweifel über die Wahl der Wurzel 
entstehen kann. Als Ausnahmefall darf wol eine solche doppelte Lösung nicht an- 
gesehen werden , noch darf der Eintritt einer solchen wunderbar erscheinen , da dieses 
Alles begründet ist in der Auflösung einer Gleichung höheren Grades. 
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Für die schnelle und sichere Auflösung der obigen Gleichung lassen sich einige 
brauchbare Winke geben. Bei Planeten, die wol meistens hier in Betracht kommen, 
wird über z keine bestimmte Annahme gemacht werden können, da die Relation 

8in2; = — 'sind 

wegen der Unkenntniss von r„ nicht hinreichend ist. Bei Kometen bei denen man stets 
diese Art der Bahnbestimmung erst anwenden wird, wenn für r„ genäherte Werthe 
gegeben sind , mag diese Relation dienlich sein. Bei den kleinen Planeten wird man 
aus praktischen Gründen nur behaupten dürfen, dass z ein spitzer Winkel ist, demnach 
wird z nicht viel von — w verschieden* sein und man wird, wenn der Planet nicht zu 
weit ausserhalb der Opposition, fiir die erste Annäherung setzen dürfen : 

sin (2 + ^ =3/ sin «y* 
wodurch ein genäherter Werth von m bekannt wird ; mit diesem wird die Rechnung 
wiederholt so lange bis ein halbwegs angenäherter Werth erlangt ist. Diese Rech- 
nungen sind etwa mit 4 — 5stelligen Tafeln durchzufuhren ; man wird hierbei auf eine 
rasche Konvergenz nicht rechnen dürfen, wenn (;? + ö>) ein grösserer Bogen ist. Ich 
werde das eben Vorgebrachte durch ein Beispiel erläutern. Es sei 



log3f = 


0.867098 


Wr=_ 


ii«8'3i"o 


es wird daher sein : 










Versuch 


i 


2 




3 


sin 5; 4 


7. 1440 


7.2324 




7.25180 


(sin 2; + ct>) 


8.01 II 


8.0995 




8.1 1890 


[^+^0] 


o**35'3 


0" 43 '2 




o«45' 12' 


z 


ii"43'8 


II- 51' 45" 




11" 53' 43' 



Der dritte Versuch gibt ein ziemlich genähertes Resultat ; von hier ab aber wird 
man weit zweckmässiger die Versuche anders leiten. Man berechnet nun mit dem letzten 
Werth von z genau 

log 3/ -(t 4 log sin z — log sin [z -{- io] = ^ 
eine Relation, welche, sobald für z der richtige Werth gegeben ist, J=^o machen 
müsste. Es muss demnach, wenn es sich um kleine Aenderungen handelt, sein : 

4 d log sin ir — flf log sin (z + w) = — J 
wenn die auftretende Differenz fortgeschafft werden soll, d log sin z und d log sin [z -j- w) 
entlehnt man aus den Logarithmentafeln direkt, indem man die Aenderungen der Lo- 
garithmen für i" herausschreibt. Sei diese Aenderung für: log sin 2; gleich a, für: log 
sin [z + w) gleich : h so wird sogleich 

rf« = £ 

6 — 4a 

Es ist ersichtlich, dass für J dieselbe Einheit hierbei angenommen wird, die als 
massgebend für a und h gilt. 
Es findet sich für 

2=ii®53'43"o und ar + w = 0^45' i2"o 
a= 10.0 b = 160.0 
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£8 i9t 

sin z^ = 7.256512 
3f sin z^ = 8. 1236 10 

sin [x + w] = 8.1 18852 

^= +4758 
Es wird für den nächsten Versuch 

z= 1 1*^54' 22"6 z + (o = o°45'5r'6 

sin«* = 7.258092 
Msinz* =8,125190 
sin z + co^ = 8. 125 147 

^ = +43 . 

Der definitive Werth von z ist demnach ii°54'23"o. Man sieht, wie rasch man 
sich dem Ziele genähert hat. 

In den verschiedenen Hypothesen wird an der Gleichung nichts abgeändert^ als 
log J/, welcher Logarithmus nur um so viel geändert erscheint gegen die vorausgehende 
Hypothese, als log Q abgeändert wurde. Hat man demnach bei dem Ueborgange von 
der einen Hypothese zur folgenden diesen Logarithmus um d log Q Einheiten der letzten 
Decimale verbessert, so wird sofort der neue Werth von z , den ich mit «2 bezeichnen 
will, während z^ den Werth der vorausgehenden Hypothese vorstellt . mit meist ausrei- 



dz r= ~j- o"4 . 



chender Genauigkeit bestimmt nach : 



«2 = ^ + 



dlogQ 
h — 40 



Es sei im obigen Beispiel der neue Werth von log Q um 480 Einheiten der 
sechsten Decimale grösser, als der vorausgehende, es wird demnach sofort 

;j2= ii''54'27"o, weil rf«, = g? 

Man sieht, wie durch dieses bislang wenig gekannte Verfahren die Rechnung 
' wesentlich abgekürzt wird in den verschiedenen Hypothesen. 

Ist z bestimmt, so wird nach den bekannten Formeln q„ und r^ gesucht und mit 
Hilfe der in Anwendung gekommenen Werthe von Y„, und Y, wird n und n" ermittelt 
(pag. 1 7 7) und dann nach den bereits entwickelten Formeln q, und q,,, (pag. 173) bestimmt. 
Die Feststellung der zugehörigen heliocentrischenOrte wird jetzt sehr einfach geschehen. 
Bezeichne ich mit /, i die heliocentrische Länge und Breite des Planeten, und mitr den 
Radiusvector, und führe ich die Unterscheidung für die einzelnen Orte durch Accente 
durch, so wird, wenn man für die verschiedenen Hypothesen berechnet ein für allemal 
Ä/ = Ä, sin {X, — L,) RJ" = B,„ sin (K„ — L,,,) 

Rc =—R, cos [K — L,) Rc" = — Rn, cos ( A,„ — L,„} 
zu der verlangten Transformation sich ergeben : 

r, cos (/, -- 1,) cos b, = Q, cos ß, + Rc r„, cos {l,„ — 1,„) cos b„,=Q,„ cos ß„, + Rc" 
r, sin (/, — l,) cos b, = JB/ r,„ sin (l„, — 1,„) cos b,„ = RJ" 

r, sin b, = q, sin ß, r,„ sin b,„ = q,„ sin ß„, 

Aus /, b, und l,„ b,„ kann leicht der zwischeuliegende heliocentrische Bogen 2/" 
berechnet werden, denn die Formel 

cos 2f"= sin b, sin b,„ + cos h, cos b,„ cos [/„, — /,) 
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gibt zweckmässig umgesetzt für den Fall, dass/" ein massiger Winkel ist, 
sin 2/" = sin 2| (/,„ — /,) cos 6, cos J„, + sin ^ {b,„ — b,) . 
Ganz ähnlich könnte man /' und/'" erhalten, wenn man /„ und b„ berechnen 
würde. Doch es ist auch 

_ r„ gjn 2/' „_ r„Binzf"' 

woraus sich bestimmt 

sin 2f = ^n sin 2/' sin 2/" = ^' n" sin 2/' 

Hierbei findet eine theilweise Probe statt, dass /'+/"'=/" sein muss, welche 
Probe stets bis auf die unvermeidlichen Unsicherheiten der logarithmischen Rech- 
nung übereinstimmen muss. 

Es sind nun r, r„ r„, und die heliocentrischen Bögen zwischen denselben bestimmt ; 

es kann nun an die Bestimmung der Verhältnisse '- ,.- für die verschiedenen Dreiecke 

geschritten werden , um verbesserte Werthe für Y, und Y,,, zu finden. Ich setze voraus 
für den Augenblick, dass diess schon gelöst wäre, (die Ausführung selbst ist dem 
nächsten Paragraphen vorbehalten) so sieht man sofort ein , dass man sich durch dieses 
Verfahren immer mehr der Wahrheit nähern wird und in ziemlich rascher Weise. Ist 
die heliocentrische Bewegung aber schon sehr gross gewesen, etwa über 40°, so 
würden zahlreiche Hypothesen gemacht werden müssen, imi endlich die wahren Werthe 
zu erhalten; sind aber einmal drei Hypothesen gemacht worden, so lässt sich ein Ver- 
fahren angeben, welches rasch das Ziel erreichen lässt und welches ganz analog dem 
Vorgange ist, der bei der versuchsweisen Ermittlung des Werthes q,, bei Olbers' Me- 
thode der Bahnbestimmung in Anwendung kam ; es muss jedoch hier das Verfahren 
auf die zwei Werthe Y„, und Y, ausgedehnt werden , indem diese zur Berechnung von 
n und n" nöthig sind ; die Kenntniss des wahren Werthes von Q allein würde die Durch- 
führung der Rechnung also nicht gestatten. Unterscheide ich die Werthe einer jeden 
Hypothese durch vorgesetzte kleine Indices, so wird sein: 

die ersten Näherungswerthe ^Y, und ^ Y,,, 

die Werthe nach Abschluss der i. Hyp. | Y, und ^ Y,,, 
» » » » » 2. » 2^' ^^d j Y,„ 

» » » »» »S-i'^sY, und 3 Y,^ 

die wahren Werthe seien Y, und Yf„ 

Es ist klar, dass man statt der numerischen Werthe auch die Logarithmen dieser 
Werthe substituiren darf, ohne dass an den folgenden Vorschriften eine wesentliche 
Aenderung vorzunehmen wäre , und in der That ist es in der Anwendung etwas be- 
quemer, diese letztem in die Rechnung einzuführen. Setzt man zur Abkürzung für 
die Differenzen 

\Y, — Q Yj, = a, 1 Yff, — j, Y„, = b, 

1^1 — 1 Y, = ii„ 2 ^w — 1 Yff, = bff 

3 Y, — 2 Y, = üff, 3 Yfff — 2 ^ttf = bfff 

wofür auch die Differenzen der Logarithmen gesetzt werden müssen, wenn man die 

Oppolzer, BahnbestimmaDgen. 24 
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Verbesserungen der Logarithmen von Y, und Y,„ sucht und bezeichnet den Koeflicienten 
der Aenderung von Y, (oder log Y,) , so weit derselbe von dem Abstände des wahren 
Werthes von Y, von dem angenommenen abhängig ist , mit : a , und den Coefficienten 
aber der die Aenderung von Y, als lineare Funktion der fehlerhaften Annahme über Y,0 
darstellt mit: /?, und ebenso die Koefficienten für die Funktion Y,„ mit y und d, so wird 
zunächst sein : ' 

«, =a(,Y,_y,) +ß(^Y,„^Y„,] 

a., = a(,Y,- r,) + ß (jy,. — y,.) 

a,„ =a (2Y, ~ y,) + ß {^Y„, - y,,^, 
^ = y {,Y, ~ Y,] + d {,Y„. ~ Y„.) 
K=rUy. — Y,) + d {,Y,„ .- Y,„) 
h,„ = y (^y, ~ y,i + d [<,Y,„ - y,,) 

Diese sechs Gleichungen enthalten die sechs Unbekannten a, ß^ y, d und y„ Y„,, 
Die Kenntniss der Werthe von a, ß, y und d ist ohne Interesse, man eliminirt dieselben 
und bestimmt die Werthe von Y, und y,,,, welche l^estimmung völlig richtig wäre, 
wenn die Voraussetzung der linearen Aenderung völlig zutreffen würde. Eliminirt man, 
so wird erhalten : 

y _-.* i^X (<>// Kf — o„i ^,h + ^ Yf [a,n ^ — ^, Kl\ H- »V/ (g/ ^/ — g/f ^) 

(«ff *w — «fw hl\ + (öfff */ — «/ ^f/f) + («/ ^f -- «ff *f ) 

y --- 1 Ji" (^^/z ^f/ — «w */f) 4 - 2^^ («f/f ^ — ^f ^f/) + 3 Vw fg/ ^y — flff &/ ) 
'" (»ff ^ff — «//f ^/) -H («ffr ^ — flf A,„) -h (fl, h„ — a„ Ä,) 

Es liegt in der Natur der Sache, dass ^Y, und -^Y,,, die der Wahrheit nächsten 
Werthe sind ; man kann aber leicht die obigen Ausdrücke so umgestalten , dass Y, und 
Y,„ als korrigirte Werthe von ^ Y, und 3 Y„f erscheinen , da nach dem obigen Schema ist : 

(Y, =3y, — [a„ + a„^ 

1 Y„i = 3y,„ — \p„ + h„i\ 

es wird dann 

(«ff H- flw) («ff/ K — g/f ^/f) H- g/ff («f ^/f — «w M 
(«ff ^ff — «fff K) H- («ff/ ^ — «f ^ff ) + («f ^f — fh, M 



>^. = 3Vf 



y r= y I ^ff + ^/^) ^^w K — «ff ^ffl 4- ^„1 («f ^ff — «fff M 

'" ^ '" "*" {a„ h,„ - a„,6„) + [a,„h, - 0, ÄJ + («f *i. - «/f M 
Es kann hier bemerkt werden, dass die letzte Umgestaltung nur dann gestattet 
ist, wenn man streng nach dem Rechnungsschema die Hypothesen nach einander 
bildet; ist in diesem Schema ein Sprung geschehen, etwa in der Weise, wie es jetzt 
die Einfiihrung der vierten Hypothese veranlasst , oder wie dies der Fall w^re , wpnn 
man durch willkürliche Variation genäherter Werthe von Y, und Y,„ die wahren er- 
mitteln wollte, dann müssen die ersteren Formeln angewendet werden. Es hat dann 
auch in der That wenig Vortheil, die wahren Werthe als Korrektionen bestimmter An- 
nahmen darzustellen, da man im Allgemeinen nicht weiss, welcher der der Wahrheit 
am nächsten kommende Werth ist. 
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§. 6. Ermittlung der verbesserten Werthe von Y, und Y,„ . 

Im Vorausgehenden wurden Y, und Y„, als Funktionen der Verhältnisse der Sec- 
toren zu den Dreiecken dargestellt und gefunden 

Y _ (^.r - 1) - fa/ - ') , ^ S 

und es wird sich die Aufgabe stellen aus r, r„ und r,„ einerseits und/'^*" und/"' an- 
dererseits die Wertht* für /;> i^,, imd jjv» ^^ ermitteln. Nach pag. 43 fand sich 

2 At?/ ^^:^ t y'p 

wobei die Masse des Himmelskörpers der Null gleich gesetzt ist. Es ist aber dtö 
Kläche des Dreieckes (^ leicht zu finden nach 

2^ = fr sin zf 
demnach ist 

hYp 

'" r,r,, sin x/" 

« 5^"K^, 

und es kommt nur darauf an , p ab Funktion der oben angesetzteii Grös&en auszu- 
drücken* Da die Ableitung für alle drei Verhältnisse völlig gleich würde, so ist es nur 
nötliig, eine Kombination vorzunehmen. Ich bezeichne demnach die begrenzenden 
Radien mit: r und r\ den zwischen denselben eingeschlossenen Winkel mit : 2^, die 
Zwischenzeit multiplicirt mit der Konstante des Sonnensystems [k) mit : t. Bei der 
folgenden Ableitung muss nun unterschieden werden , ob man es mit einer elliptischen 
oder hyperbolischen Bahn zu thun hat. Die letztere in ihrer Allgemeinheit zu behan- 
deln wird wnhl kaum nötbig sein, da man mit Sicherheit nur hyperbolische Bahnen 
von paraboliseheiB Charakter envarten darf; in diesem Falle wird aber eine Grösse 
(sin -|^^j zwar negativ, die in der Ellipse positiv ist^ muss aber vermöge des paraboli- 
schen Charakters der Bahn stets sehr klein bleibeu; man wird deshalb mit Vortheil 
hierbei nur Heihcnentivicklungen gebrauchen, die ganz j^leichinflssig fiir die Ellipse 
und Hyperbel gelten, 

Gauss hat nun die Beitimmung der Unbekannten/? selbst nicht durchgeführt, 
sondern eine neue Unbekannte in das Problem aufgenommen, und zwar die Differenz 
der excentrischeii Anomalien [ig] und stellt zwei höhere Gleichungen auf, die unter- 
mischt die beiden Unbekannten i; und ^ enthalten; es wird sich später heraussteltenj 
dass eine geschlossene Lösung aus diesen Gleichungen für ij und g nicht möglich ist> 
da eine dieser Gleichungen transcendoat ist; die Hilfi^mittel , die jedoch zur LÖsüng 
sich darbieten, reduciren die letztere auf eine relativ sehr einfache Rechnung. 

Nennt man die wahren Atiomalien f und v\ die exe entrie eben E und E\ und 
es sei e = sin <p die Excentricitat , femer a die halbe grtjsse Achse . so hat man nach 
pag. 48 die folgenden Ausdrücke: 

24» 
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|/r cos^r = y a{i — e) cos^E 
yr sin |t? = |/^a (i + «) sin J £ 
y^r'co8|t?'== Ya[\ — e) cos^f" 
/r'sin|t?'= ]/a(i+ö) sin|E' 
Führt man nun die Summen und Differenzen der halben Winkel ein und setzt 

so wird man erhalten, wenn man die erste und dritte der obigen Gleichungen und die 
zweite und vierte multiplicirt und die Resultate addirt 

yr? cosy*= a cosy — ae cosO 
durch Subtraktion findet sich aber 

l^rr' cosi^= acosG — ae cosg 
Diese Ausdrücke kann man etwas umgestalten, um später bequemer die Summen 
der Winkel eliminiren zu können. Es findet sich zunächst , indem man e cos G und 
e cos F nur durch die Differenzen der Winkel ausdrückt 

e cos G = cosy — ^—- cosf (i) 

und durch Substitution dieses Werthes in die zweite Gleichung 

e cosjT = , cosy — cos/ 

da aber ist: 

p = a(i—e^) 
so kann etwas kürzer geschrieben werden: 

e cosjF= -^ cosg — cos^ (2) 

Es lässt sich F auch durch p auf eine andere Weise darstellen , denn die Polar- 
gleichung für die Kegelschnitte gibt 

- = I 4- e cos V 

r ' 

4 = I 4- « cost?' 
r 

addirt man beide Gleichungen und führt statt der Summe der Cosinus die entsprechen- 
den Werthe ein, so wird 



oder 



p --^7- = 2 + 2 ecoBF cos/ 



öcosjP=- . , ^ > 

2 rr' cos/ cos/ 



Bestimmt man nun aus dieser Gleichung und aus der Gleichung [2; den Werth 
von p nachdem e cos F eliminirt wurde, so findet sich 

irr^ sin/^ 

P r -h r' — 2 cos ^ cos/ yrr' 

Man hat aber die Gleichung 

1, = L£> 

' 2 rr' sin/ cos/ 
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und es wird daher auch geschrieben werden können 

' ~ 2 rr' cos/« (r -f r* — 2 cos ^ cos/ iTtr') ^^'^ 
Die eben gefundene Relation ist keineswegs für die Rechnung bequem und 
enthält die zwei Unbekannten t] und g; da aber unter Umständen eine Lösung durch 
Versuche nöthig wird , so wird es ganz Zweck entsprechend sein^ diesen Ausdruck in 
eine geschmeidigere Form überzufuhren. Setzt man zunächst 

— T» 

^— (2 COS/ V^rr')» 

so wird 

2 4 >w cos/ y^rr' -^ 



' r + r'-»co.yco.//rr' r + rL-_.^ 

4 cos/ yTtr' ' ^ 
setzt man nun mit Gauss 



so wird 



4 cos/ Krr' * 






so ist 



Die Berechnung von / lässt sich auch etwas vereinfiEtchen. Setzt man 

= 2 + (tg (45^ + 01) -cotg (45° + ft>)y= 2 + 4tg22ft> 

und es wird 

/=s sm«j/H-tg«2fti 
cos/ 
Ich kehre nun wieder zu der Gleichung (3)^ mit der Bemerkung zurück» dass 
dieselbe zwei Unbekannte tj und ff enthält ^ demnach die Aufstellung einer weiteren 
Gleichung nöthig wird zwischen diesen beiden Grössen^ um eine Bestimmung der- 
selben zu erhalten. Diess kann auf die folgende Weise geschehen. Zählt man die 
Zeiten vom Perihel ab, so wird für die mittlere Anomalie sein 

M=^T==E—e8in£ 

oder durch Subtraktion der ersteren von der zweiten und Transformation 

-j-=2y — 20 8in^ cos G (4) 

Für e cos G ist bereits in (i) ein Ausdruck gefunden worden , der aber noch die 
Grösse a enthält^ welche eben&Us in (4) erscheint; dieselbe muss aber^ da sie unbe- 
kannt ist, eliminirt werden* Es ist aber (pag. 47) 

- =s 1 — e cosJB 



a 



- = 1 — e COSjF 
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und durch Addition und Transformation wird gefunden 

r4-r' 

= 2 — 2 6 OOSy COS G (5) 

MitRficksicht auf (i) wird aber für diese Gleichung geschrieben werden können: 



a r 4- r' — » cos y cos/ yrr' 

Setzt man nur für den Nenner dieses Ausdruckes den Werth nach (3)^ ein, so 
findet sich 

Die Gleichung (4) lässt finden, wenn man nun in dieselbe ecosO nach (i) 
substituirt 

-| = 2 ^ — sm 2 jr 4- 2 ^ sin^ cos/ 

Ersetzt man a in dieser Gleichung durch die Werthe aus (6) , so wird, wenn 
man, wie diess schon oben geschehen ist, einsetzt. 



m = 



(4 cos/ Y^")^ 

erhalten : 

2^^8in>^ ._^ ^ _ ^ 
sin^ m m 

welches die zweite Gleichung zwischen r; und g ist und diese Gleichung ist trans- 
cendent. Die Auflösung der vorgelegten Au%abe ist demnach zurückgeführt auf die 
zwei Grundgleichungen 



Die Gleichung 



mm sin ^ 



' tr' sin af 



(7) 



zeigt, dass sobald 2/ grösser als 180^ wird, 17 negativ wird; dieser Fall muss jedoch 
aus anderen Gründen bei ersten Kahnbestitnmungen ausgeschlossen bleiben, und die 
später folgenden Betrachtungen werden nur ihre Anwendung finden unter der An-r 
nähme, dass die heliocentrische Bewegung massig ist (etwa <^6o^). Ist aber die helio- 

centrische Bewegung klein, so wird die Berechnung des Ausdruckes ^ T '^^ ^^ mit 

Hilfe der gewöhnlichen logarithmischen Tafeln nicht möglich sein, und eB müssm 
demnach für eine versuchsweise Auflösung der obigen Gleichungen (7) besondere Hilfs- 
mittel geschaffen werden; ist aber 2g massig gross, so sind solche vorhanden, welche 
eine fast direkte Auflösung des Problems gestatten. 

Rechnet man aus zwei sehr entfernten heliocentriscfaen Orten die Bahn, so wird 
man stets schon Näherungswerthe kennen und die versuchsweise Auflösung der Gleichung 
(7) wird niemals auf Schwierigkeiten stossen, wenn man sich vergegenwärtigt, dass sobald 
sin 2/ negativ wird, ly^ negativ anzunehmen ist. Die Kenntniss von tj aber wird in 
diesem Falle nicht von Belang sein und nur der Werth g wird für die weitereu Bech- 
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Qungen nöthig. Man wird desshalb rj zweckmässig eliminiren. Dividirt mau die Glei- 
ebuogen (7) , so wird, wenn man zur Abkürzung setzt 

sin^ 
/+8in2|y = b 

erhalten 

7j =z ab + i 

quadrirt man und eliminirt mit Hilfe der ersten Gleichung in (7) tj^ so wird gefunden 

m=(ö*+l)^* (8) 

Wäre a bekannt^ so würde die Bestimmung von b durch eine kubische Gleichung 
sofort möglich sein , welche Bemerkung bei den spätem Untersuchungen von Wichtig- 
keit ist* Bei dem aber hier vorausgesetzten Fall (grosse heliocentrische Bewegung) wer- 
den in der Regel genäherte Werthe von ff bekannt sein; man wird demnach mit dem 
wahrscheinlichsten Werthe von^ und zwei beliebig abgeänderten {ff — xj und {ff + x) 
die Rechnung für a und b durchführen. Man wird, wenn der Werth von g nur ziemlich 
nahe bekannt ist, x lieber grösser ani^hmen als zu klein, um sicher den wahren Werth 
innerhalb der Grenzen g — t] und {ff+x) einzusch Hessen. Die angenomnjenen Wertho 
von ff werden drei verschiedene Resultate für m geben , die Vergleichung mit dem 
wahren Werthe von m wird den genauen Werth von ff leicht finden lassen und mit um 
so grösserer Schärfe , wenn man, da drei Werthe bekannt sind, die Interpolation mit 
Rücksicht auf die zweiten Differenzen durchführt; wäre auch die Berücksichtigung dieser 
nicht mehr ausreichend, so wird man mit dem verbesserten Werthe die Rechnung 
wiederholen und neuerdings durch Interpolation den wahren Werth zu erhalten suchen ; 
ist aber ff sehr nahe richtig bekannt, so wird man z nicht so gross zu nehmen brauchen, 
dass die Berücksichtigung der zweiten Differenzen nothwendig wird. 

Viel wichtiger und schwieriger wird die Behandlung des Problems, wenn ff klein 
wird. Ich werde zuerst die von Gauss gegebene Methode vortragen, die auf bequeme 
Weise eine strenge Lösung des Problems gibt innerhalb sehr weiter Grenzen. Hansen 
hat aber ein Verfahren angegeben , welches bei ersten Bahnbestimmungen wohl stets 
ausreichend sein dürfte, indem es auch bei 30^ heliocentrischer Bewegimg völlig ge- 
nügende Werthe gibt und in der Anwendung überaus einfach ist, so dass es in diesen 
Fällen dem Gauss' sehen Verfahren vorzu^siehen ist; da aber die eben gesetzten Gren* 
zen, wenn ^er Planet lange in der ersten Opposition verfolgt wurde, nicht ausreichend 
sind und die oben angegebene versuchsweise Lösung noch immer beschwerlich ist," so 
muss das Gauss* sehe Verfahren als höchst zweckmässige Ergänzung in die vorliegende 
Untersuchung au%enommen werden. 

Vor allem wird es nöthig, den Ausdruck 

so zu transformiren, dass die Berechnung desselben leicht durchgeführt werden kann, 
und man vnrd sich die Aufgabe setzen müssen , a in eine Reihe nach aufsteigenden Po- 
tenzen einer kleinen Grösse aufzulösen. Gauss wählt hierfür 

a; = sin -jl^ ^2 
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Öer Qrenzwerth von a wird für ein unendlich kleines g gleich \ , denn löst man 
im Zähler sin 2 ^ in eine Reihe nach steigenden Potenzen des Hogens 2 g auf, so wird 

woraus unmittelbar der oben angedeutete Grenzwerth gefunden wird. 

Man wird daher zweckmässig der Reihe , die fiir a entwickelt werden soll , die 
Form geben 

a = f { I + aa: •+- ßz^ -i-yx'^ + ^^* + • •} 
deren Coefficienten dadurch bestimmt werden können, wenn man die Reihe für: 
2 ff — sin 2 y durch die Reihe für sin y ^ dividirt und nach steigenden Potenzen von x 
entwickelt; das Gesetz der Fortschreitung der Coefficienten tritt aber dann nicht klar 
zu Tage. Differentiirt man die gegebene Gleichung 

a sin y 3 = 2 ff — sin 2 y 
so wird erhalten : 

3 a cosy sin^2+ sin ^3 dä"^ ^ sin^^ 

woraus at^leitet wird 

da 4 — 3a cos ^ 

dff sin ^ 

Anderseits erhält man aus der Gleichung: 

X = sin^y' 

durch Differentiation 






dg 
Es ist aber 

da /^\ (d9\ S — 6a aong 4— 3g (i — aar ) 

dx \dg)\dx) »in^r^ 2x(i— *) 

demnach auch 

2[X'-x'^) ^ = 4— (3 — 6:c)a 

Substituirt man nun für a in diesem Ausdrucke die obige Reihe und ebenso fiir 

^ das Differential derselben nach Xy so wird gefunden: 

t{arr+(2/?-a):r2+ [^y ^ 2ß) x^ •\^ [^d ^ ly) x^ + , . .} = 

= (8 — 4a) ar-f (8a — 4/?) a:2+ (8/J--4y) ar3+ (8y — 4d) ar*4- . • • 
woraus man schliesst : 

Ja = 8 — 4« 
\[2ß^a ) = %a-^ß 
\[iy-2ß) =8/J-4y 
f (4d — 3y) = 8y — 4d 
oder ausgeführt : 

« = 4 /» = f« y=V/» <J = tfyu. 8. w. 

so dass das Gesetz des Vorschreitens klar ist und es wird : 

»*3.5 '3-5.7 '3.5.7.9 '3. 5-7. 9." 
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Diese Reihe wird für kleine Werthe von g rasch konvergiren, da, wenn ich g als kleine 
Grösse erster Ordnung ansehe, x zweiter Ordnung wird. Die Gleichung (8) kann jetzt 
geschrieben werden : 

Ym = YTV^) [a[l + x\ + 1} 

Setzt man nun 



so ist ^ eine Grösse vierter Ordnung , denn es ist : 

« = If - A (^-1)]"' = i 4- J-j (^ - D + g • (^-^)^ + • • • 

Die Grösse | ist dem zu Folge eine Funktion von x und kann berechnet werden 
sobald g bekannt ist ; wie diess geschieht werde ich später vornehmen , vorläufig kann 
man festhalten, dass ^ noth wendig klein sein muss in den vorkommenden Fällen. 
Man hat also : 



Nimmt man nun für (/ + ^) den Werth aus der Gleichung (31 j, nämlich: 



80 wird 



(/ + .:*= , 



Setzt man | vorläufig als bekannt voraus, und sucht rj zu bestimmen, so wird zunächst : 

oder 

und schliesslich : 

Wäre I bekannt , so wäre der Werth von h völlig bestimmt und i; durch eine 
kubische Gleichung zu erhalten. Es ist nämlich die in Betracht kommende Gleichung: 

rf^ — rp- — Äij = o 

die noth wendig nur eine positive Wurzel hat, da h als positiv vorausgesetzt in der 
Gleichung nur ein Zeichenwechsel und zwei Zeichenfolgen enthalten sind. Gauss 
hat nun eine Tafel berechnet, die mit dem Argumente h sofort den Werth log 172 gibt. 
Ich habe diese Tafel im Anhange als Tafel IX aufgenommen. Die Anwendung dieser 
Tafel bedarf keiner besonderen Erklärung, nur kann die Bemerkung eingeschaltet 
werden, dass falls ä>o.036 wird, von wo ab die Tafel in grösseren Intervallen vor- 
schreitet, eine Interpolation mit Rücksicht auf zweite Differenzen nothwendig ist, wenn 
man der siebenten Decimale sicher sein will. Um einen Näherungswerth für h zu be- 
kommen wird es genügen 

Oppolzer, Bahnbestimmnngen. 25 
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ZU setzen und demnach r/^ zu berechnen. Es ist dann 

wodurch ein genäherter Werth für x ermittelt ist. Gelingt es nun, f als Funktion von 
z darzustellen , so wird dieser Näherungswerth von x einen nahe richtigen Werth von 
^, finden lassen, mit diesen wird jetzt die Rechnung wiederholt und gefunden : 

r fn 

Man wird dieses Verfahren so lange fortsetzen , bis keine weitere Abänderung 
der Zahlen eintritt. Es wird selten nöthig werden , die Rechnung zu wiederholen , und 
es lässt sich mindestens für Planetenbahnen, wo ^ bei massiger helioeentrischer Be- 
wegung merkbar wird, ein Hilfsmittel angeben, wodurch mindestens selbst bei grösseren 
Bogen auch die einmalige Wiederholung der Rechnung gespart werden kann. Ich 
werde aber vorerst die Bestimmung von ^ vornehmen. Es ist 



a 4 lo 



also 



^ 9« 6 "^ a a 



Setzt man in Z für a die Reihe ein, die oben gefunden wurde, so wird sich ergeben : 

(3-5 37) <3-5.7 37. 9> h-5-7.9 3.7.9.") 

oder auch 

^=r7:7J^'''(^-7~5.8)+'^a;'(6.9-5.io)'+t_l_if;rM6.ii-5.i2)+..j 

Bezeichne ich mit % die Potenz von :r, so ist der zugehörige Faktor innerhalb der runden 
Klammem 

6 (2t 4-3^—5 (2t + 4) = 2 (t — I) 
demnach hat man auch 

105 } ' 9 ^9." ^ 9.".i3 ) 

= — x'^A 
105 

A kann ohne Schwierigkeit nach dieser Reihe berechnet werden , für ein gegebenes x. 

Es ist dann 

^ = -^x^- 

^ 105 a 

in welchem Ausdrucke nur noch a zu bestimmen ist. Es ist aber 



also 



demnach schliesslich : 



_ ^(i-iV s^^^ 



^KAx'i[^-lx^ 



i-^Axi 
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Die Berechnung dieses Ausdruckes von Fall zu Fall würde recht unbequem sein, 
desshalb hat Gauss eine Tafel konstniirt, die mit dem Argumente x den Werth ^ an- 
gibt. Ich habe diese Tafel als Taf. X im Anhange aufgenommen; dieselbe gibt den 
Werth von J in Einheiten der siebenten Decimale. Dieselbe dehnt sich aber auch auf 
negative Werthe von x aus, während nach dem bisherigen 

a:= sin -1^2 

X stets nur eine positive Grösse sein kann. Es wird aber x für die Parabel der Null 
gleich, weil die Bewegung in der excentrischen Anomalie verschwindet, negativ in der 
Hyperbel, weil sin^ g imaginär wird. Wie man sieht können die bisherigen Entwick- 
lungen demnach ohne Hedenken auch für die Hyperbel geltend angenommen werden, 
denn wiewol die bisherigen Ableitungen mehrfach Imaginäres einfuhren, wenn e grösser 
als die Einheit wird, so kann doch das Resultat derselben für die numerische Rechnung 
für alle Kegelschnitte geltend angenommen werden, da das Imaginäre in demselben 
verschwunden ist. Mit dieser Bemerkung ist demnach die Berechnung von ij fiir die 
Hyperbel erledigt, man wird aber auch einsehen, dass die entwickelte Methode im 
letzteren Falle stets ausreichend sein wird, denn die hyperbolischen Bahnen, die bislang 
bekannt sind, nähern sich in ihrer Form so sehr der Parabel, dass selbst wenn die 
Beobachtungen grosse heliocentrische Bogen umfassen, die aber noth wendig nahe dem 
Perihel liegen» trotzdem x eine kleine Grösse bleiben muss. 

Wie man sieht gestaltet sich die Rechnung für i; ganz gleichmässig, wie geartet 
immer der Kegelschnitt ist; man wird aber vor sich haben eine 

Ellipse wenn a: = -j — / positiv ist 

Parabel » x = -^ — / = o ist 

Hyperbel » a; = ^ — / negativ ist 

Ist die Bahn nicht sehr excentrisch (Planetenbahn) so mrd vor Beginn der ersten 
Lösung mit grosser Annäherung gesetzt werden können : 

a; = sin 2 ^f 
mit welchen Werthe von x aus Tafel X ein Näherungswerth von J genommen wird. 
Die Durchführung der Rechnung wird einen neuen wesentlich genaueren Werth finden 
lassen , der meist so wenig von dem Eingangs angenommenen Werthe verschieden sein 
wird, dass eine Wiederholung der Rechnung unterbleiben kann. Man kann bemerken, 
dass auch die Voraussetzung f = o die Konvergenz der Rechnung nicht sehr wesent- 
lich beeinträchtigt. Die Berechnung von x und i; ist demnach in den folgenden 
Formeln enthalten : 



<2 

m 



(2 cos/ >/^rr')^ 



7__ Bing^/+ tg*2fti 
cos/ 



f 



Ä == . . g (^ mit dem Argumente x aus Tafel X) 

rp- (mit dem Argumente h aus Tafel IX) 

25^ 
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wobei das Zeichen von x den Aufschluss über die Gattung des Kegelschnittes gibt. 

Für die Anwendung der succesiven Verbesserung der Werthe von Y, und Y,„ ist 
es besser den Werth von (tj — i) zu ermitteln statt des Werthes rj selbst. Die Rech- 
nung von [rj — i) direkt aus i; würde sehr ungenau und beschwerlich sein, da iy noth- 
wendig wenig von der Einheit verschieden ist ; es war aber oben gefunden worden 

und man wird dem zu Folge für den vorgelegten Zweck die Form haben und anwenden 
müssen ^ 

(^ - = ^ m + i) 

Sind bei ersten Bahnbestimmungen von Planeten, wo man bestimmt weiss, dass 
z = sin ^^y* eine hinlängliche Näherung zur Bestimmung von ^ abgibt, die definitiven 
Werthe von Y, und Y,,, noch nicht ermittelt , sondern will man durch i;, und rj„, ver- 
besserte Werthe für diese erlangen so ist die Berechnung von x nicht nöthig und kann 
übergangen werden; sind aber nach Abschluss der Hypothesen die Elemente zu er- 
mitteln, so findet man g nach 

8in2|^ = a: 

Ich wende mich nun zu Hansen's Näherungsmethode , die bei ersten Bahn- 
bestimmungen meist mit Vortheil angewendet wird. Ich erwähne gleich hier, dass 
Hansen ^ = o setzt; demnach gilt diese Reihenentwicklung gleichmässig für alle 
Kegelschnitte. 

Die Grundgleichungen (7) sind : 

m m 
aus der ersteren Gleichung findet sich der Werth 

Dieser Werth in die zweite Gleichung substituirt , nachdem man für a die oben gefun- 
dene Reihe (pag. 193] 

« = i + *^ 4- «^2+4^^3 + . . . 

eingesetzt hat, ergibt, wenn man bei Gliedern sechster Ordnung stehen bleibt (m ist 
zweiter Ordnung und ebenso t) 

Um nun aus vorstehender Reihe eine Reihe für rj zu erhalten , wird man vorerst all- 
gemein haben : 
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+ fml^ +||i 



Man wird desshalb setzen müssen ohne Glieder sechster Ordnung im Endresultate zu 
vernachlässigen 

iy2= I 4- 2am 4- (2/^4- a^) ^^2 ^ 2ß' ml 

-2= I — 2 am + m2(3er2_2/?) _ zß'ml 
Es wird demnach 

/^' = -* / = - W-4«/?' y"==U 

und man wird erhalten bis auf Grössen achter Ordnung exclusive : 

Diese Reihe hat grosse numerische Coefficienten und ist daher bei der Anwendung be- 
schwerlich. Führt man statt der Funktion m eine neue ein 

m = ^ h + hl 
wo jetzt h insofern eine etwas andere Bedeutung als früher hat , da ^ der Null gleich 
gesetzt ist, so wird 

I? = 1 + 7Ä- vfÄ2 + vvy^Ä» 

+ A>^2/ 

Setzt man weiter 

so wird schliesslich 

, = . + »^ A _ ,^- A» + A ^'^Z- Tlhf ^i' 

Setzt man also 

tj= i + i^X 
so begeht man nur einen Fehler sechster Ordnung und derselbe wird noch dadurch 
wesentlich vermindert, dass alle Coefficienten der Glieder sechster Ordnung kleine 
numerische Werthe haben. Bestimmt man nun l nach h so wird , wenn man in einen 
Kettenbruch auflöst : 



« + V i • + v_* 

I + nie. 
und daraus 



Digitized by 



Google 



198 






wobei h berechnet wird nach 



i + etc. 
h = ^ 



1 + ^ 
Die hier gegebene Ableitung schliesst sich ganz an die an, welche Hansen 

veröffentlicht hat. Man kann aber das Resultat derselben direkt aus den bislang ent- 
wickelten Formeln erlangen. 

Setzt man nämlich ^ = o^ so begeht man in der Berechnung von h nur einen 
Fehler sechster Ordnung, da m zweiter, ^ aber vierter Ordnung ist. Es ist also 

so dass h nun völlig bestimmt erscheint. Die oben entwickelte kubische Gleichung 

9j3 — j^2 — JiYj =o 

kann zunächst geschrieben werden : 

oder nach steigenden Potenzen von h aufgelöst : 

ri= i + VÄ- W*' + yÄ» + .. 

welches Resultat bis auf Glieder sechster Ordnung mit dem von Hansen gegebenen 
übereinstimmt. 

Das vpn Hansen vorgeschlagene Verfahren hat auch den Vortheil, dass man 
unmittelbar mit hinreichender Schärfe den Werth [n] — i) erhält, denn es ist 

(•?-')=fJ.r^, log ifA= 9.9586073 

rpv Ä log V Ä = 0.087 1 502 

I + etc. 
so dass bei der Berechnung für 17 auch die Bestimmung von (17—1) enthalten ist. Die 
Kürze der Anwendung des Hansen' sehen Verfahrens ist auf die Benutzung der Ta- 
feln der Additionslogarithmen gegründet. 

Man berechnet zunächst y h uijd entlehnt mit den Argumenten ~^ , also mit 

dem Complemente des gefundenen Werthes den Logarithmus (i + V *) * derselbe sub- 
trahirt von log y h gibt den Ausdruck 

jetzt nimmt man als Argument das Complement des eben gefundenen Werthes und 
findet aus den Additionslogarithmen eine neue Correctionsgrösse, die vom Logarithmus 
y h abgezogen finden lässt 

Man geht so lange in die Additionslogarithmen ein, bis keine Aenderung ^die 
Grenze) mehr stattfindet; dann hat man den Werth log \^ [t] — i). Ein Beispiel wird 
das Verfahren anschaulich machen. Es sei 
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logÄ= 7.2885018 

log VÄ = 7.3756520 
Addit. Log = — 10302 

7.3746218 
Addit. Log == — 10278 = Grenze 

igH (^—0 = 7-3746242 

lg (^ — i) =7.3332315 
lg iy r= 0.0009344 

Ist nun die Rechnung so weit vorgeschritten, dass Y, und Y,„ keine wesentlichen 
Aenderungen mehr erfahren, so wird an die Ermittlung der Elemente geschritten wer- 
den können ; hierzu genügen zwei heliocentrische Orte des Planeten. Wie aber diese 
Bestimmung am zweckmässigsten geschehen kann, werde ich später zeigen, vorerst 
werde ich vorstehende Vorschriften, wie ich dies auch bei der Bestimmung parabolischer 
Elemente gethan habe, übersichtlich zusammenstellen. Eine gedrängte Uebersicht der 
Formeln am Schlüsse des Werkes anzufügen , ähnlich wie es bei der Cometenbahnbe- 
Stimmung geschehen ist, habe ich bei der Bestimmung elliptischer (und hyperbolischer] 
Elemente unterlassen , da einerseits die Methoden mannigfaltiger sind und andererseits 
die hier angeführten Zusammenstellungen übersichtlicher sind ; nur für den Fall der Be- 
stimmung der Bahn eines kleinen Planeten aus kleinerer als 50tägiger Zwischenzeit habe 
ich die Formeln (nach der zweiten Methode) übersichtlich im Anhange zusammengestellt. 



§. 7. Uebersicht der Formeln zur Bereehnung von r, r,„ h l„ und b, b^ nebst 

Beispielen. 

Bei der Auswahl der Beobachtungen ist zu beachten , dass T„ — T, nahe gleich 
T„, — T„ ist und dass nicht der erste Ort dem dritten nahe liegt. Das Schema der 
Grundgrössen der Bechnung wird sein : 

Beobachtgszt. Beob. Länge. Beob. Breite. Sonnenlänge. Entfrg. d. 

1. Beob. T, l, ß, L, R, 

2. » T„ X„ ß„ L„ R„ 
3^ ^ T,t, X,f, ß„, Li,„ Itfff 

Diese Daten der Beobachtungen und der Ephemeriden müssen gehörig für die 
Rechnung vorbereitet sein, da das Uebergehen der kleinen Korrektionen bei der Ge- 
nauigkeit der Planetenbeobachtungen nicht zweckentsprechend ist. Ich werde für diese 
Vorbereitung zwei Falle unterscheiden. Die zuerst gegebenen Vorschriften beziehen 
sich auf den Fall, wo gar nichts über die Bahn des Planeten bekannt ist; die zweite 
Zusammenstellung wird anzuwenden sein, wenn schon durch anderweitige Unter- 
suchungen Elemente bekannt sind , welche gestatten , die Korrektionen für Aberration 
und Parallaxe im Voraus in Rechnung zu bringen ; hierzu werden aber ganz beiläufige 
Näherungen ausreichend sein. 
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Erster Fall. 



Man bezieht alle Beobachtungszeiten auf einen gewählten Meridian (Berlin, 

Ghreenwich etc.j. Die beobachteten Rectascensionen und Declinationen werden auf das 

mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges zu reduciren sein (das Berliner Jahrbuch von 

1868 ab gibt die Sonnenkoordinaten auf dasselbe Aequinoctium bezogen). Unterscheide 

ich die beobachteten Orte von den auf den Jahresanfang reducirten durch Accente , so 

wird sein 

a = a' — [f+g sin [G + a') tg<J' + h sin [H+ a') secJ'] 

d = d' — [i cosiT -h^cos [G + a') + h cos [H+ a!) sind'] 

die nothwendigen Grrössen f^g^G^h^H imd t finden sich in den astronomischen 

Ephemeriden; will man völlig streng vorgehen, so wird noch an a' anzubringen sein: 

— Äq sin (J3o + d] sec d' 

an S aber : — \h^ cos [H^ + a') sin S + 1„ cos S\ 

wobei die Werthe \ , H^ und i^ anzunehmen sind : 

logAo = 9-534 , ^o = 350°5 — o^oiö (/— 1850) , i^ = — 0^025 . 

Es wäre möglich , dass die Beobachtungen eines Planeten so vertheilt sind , dass 
dieselben in verschiedenen Jahren angestellt sind ; dann muss ein bestimmter Jahres- 
anfang gewählt werden und die Beobachtungen des anderen Jahres, nachdem die oben 
erwähnten Korrektionen angebracht sind , init Hilfe der allgemeinen Präcession auf die 
gewählte Epoche übertragen werden; die Formeln sind hierfür : 

^ = m + » tgd sma 

d6 

-y- = n cos a 

dt 

die Werthe der Konstanten m und n finden sich auf pag. 85. 

Die so reducirten Beobachtungen werden mit der mittleren Schiefe (fl der Ekliptik 
zur Zeit des Jahresanfanges in Länge und Breite verwandelt nach : 

" 8ina 

^ , cos [N — €) ^ 

^ cosJV ^ 

tg/9 = tg (iV^— 6) sinA 

cosA muss mit cos a gleich bezeichnet sein ; eine theilweise Prüfung (nicht zuverlässig] 

bietet 

cos {N— f ) cos /9 sin Z 

cosiV cos J sin a 

Wendet man Additions- und Subtractionslogarithmen an, so wird man auch 

ohne grosse Mühe zu dieser Umsetzung benutzen können 

cosA cos/J = cosa cosd 

sin X cos ß = cos d sin a cos « + sin d sin c 

sin/9 = — cos d sin a cos ß + sin d cos e 

Ich nehme nun an, dass die Sonnenorte auf dasselbe Aequinoctium reducirt 

seien, welche Reduction übrigens erspart wird, wenn man das Berliner Jahrbuch (uach 

1868; benutzt. 
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An die Sonnenlängen und Entfernungen der Sonne von der Erde sind auch Kor- 
rektionen anzubringen , da man , wegen Unkenntniss der Distanz des Himmelskörpers, 
den locus fictus einfuhren muss, und mit diesem die Sonnenbreite wegschafft. Es wird, 
wenn ich ähnlich wie früher die unkorrigirten Coordinaten mit Accenten bezeichne und 
B die Sonnenbreite vorstellt, zunächst zu berechnen sein (vierstellig) , wenn 6 die Orts- 
stemzeit (pag. 24) bedeutet und q> die geocentrische Polhöhe (pag. 28) des Beobach- 
tungsortes und q die Entfernung desselben vom Erdmittelpunkte (pag. 30) in Einheiten 
des Aequatorhalbmessers vorstellt und n die Aequatorealparallaxe der Sonne (8"848) 

cos b cos / = cos q> cos B 

cos b sin / = cos q> sin 6 cos e + sin q/ sin e 
sin 6 = — cos (p sin ö sin e + sin q> cos a 

L = ü^'^^ [5-gsinj]+^cos5sin(i'-/) 

\osR = \of5R -M \^'-^~'^ [5-^sinjJ +^cosJcos(r-/)j 

\og M — 1.32336 

Die Korrektion von log R wird in Einheiten der siebenten Decimale erhalten. 
Wird /9 = o , so werden diese Formeln nicht anwendbar und es ist nichts zweckmässig 
zu substituiren. Man wird dann diese Korrektionen übergehen müssen ; es wird aber 
ß hinreichend gross sein, wenn die Breite nur mehre Bogenminuten gross ist, ohne dass 
die Sicherheit dieser Formeln leidet; es werden daher selten genug Fälle eintreten, 
wo dieselben nicht anwendbar sind ; bei Bahnbestimmungen aus drei Orten wird übri- 
gens aus apderen Gründen (pag. 1 70) die Nähe von (ß==o] zu vermeiden sein. 

Ein kleine Korrektion der Beobachtungszeiten entsteht durch die Einführung des 
locus fictus, die man zweckmässig gleich mit den Zeitangaben verbindet; es ist nach 
pag. 36 

dt=^A^4 sin J - b\ Aberr. 

log Aberr. = 7.44614 — 10 
wobei dt sofort in Einheiten der fünften Decimale des mittleren Sonnentages erhalten 
wird. Die hieraus entstehenden Korrektionen sind meist so klein, dass man diese wird 
fortlassen dürfen. 

Bei den auf eine erste Bahnbestimmung bezüglichen Rechnungen wird man 
zweckmässig sechsstellige Tafeln anwenden; ich habe, um aber in die Rechnung die 
möglichste Schärfe zu legen, durchaus siebenstellige Tafeln benutzt. 

Ich nehme als Beispiel drei Beobachtungen des Planeten (59) »Elpis« aus dem 
Jahre 1868. Sie sind: 

Ort Ortszeit A. R. {59) Decl. (59) 

1868 Mai 18 Josefstadt (Wien io^33''»9-^ i7Äi6'"2o*36 — io^i3'58"i 
Juni 3 Greenwich 12 12 25 17 3 17.46 — 9 30 32.4 

» 19 Leiden 10 55 51 16 49 33.48 — 9 13 1.5 

und behandle die Beobachtungen so , als ob nichts Näheres über die Bahn dieses Pla- 
neten bekannt sei. 

Oppolzer« Bahnbestimraaugen. 26 
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B 


logR' 


-o"36 


0.005 2850 


+o"66 


0.006 3998 


— 0.45 


0.007 0833 
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Zuerst verwandle ich die Ortszeiten in Berliner Zeit und setze sie in Decimal- 
theile des Tages (Tafel II) um; zu diesen Angaben entlehne ich sofort aus dem Berliner 
Jahrbuch die Sonnenkoordinaten und finde dieselben unmittelbar auf das mittlere Aequi- 
noctium des Jahresanfanges bezogen : 

1868 Mai 18.431470 58° 9' 2"io 

34.545832 73 36 29.11 

50.480205 88 49 38.06 

Jetzt berechne ich die Reductionen der Beobachtungen auf dasselbe Aequinoc-^ 
tium (1868.0) und finde mit Rücksicht auf das kleine Aberrationsglied, welches im Ma- 
ximum circa \ Bogensekunde betragen kann 

Ja Jd a d 

1 -28"5i -4"37 259« 4'36"89 ~io«i4' 2^47 

2 —32.24 —4.85 255 48 49.66 — 9 30 37,25 . 

3 —34-05 —5.26 252 22 48.15 — 9 13 6.76 
Die Verwandlung in Länge und Breite (6 = 23^27' 22"99) ergab 

k ß 

1 258^58' 3i"o5 +i2°48'i8"o8 

2 255 37 21.73 +13 14 25.16 

3 252 7 52.12 +13 9 2.79 

Wie man sieht ist der Planet zur Zeit der zweiten Beobachtung nicht sehr weit 
von der Opposition entfernt; die Bahnbestimmung wird aber daraus keinen nach- 
theiligen Einfluss erfahren, da die Breite des Planeten ziemlich bedeutend ist; man 
sieht hierbei schon ganz ohne Rechnung, dass der massgebende Winkel nahe an 90^ 
sein wird und das Gewicht demnach nahe gleich dem Sinus von 13^; es wird daher bei 
der Zwischenzeit von 32 Tagen eine verhältnissmässig sehr gute Bahnbestimmung er- 
wartet werden dürfen, indem kein Ausnahmefall nahe bevorstehend ist. 

Nun gehe ich an die Bestimmung der Länge und Breite des Zeniths des Beob- 
achtungsortes. Da die zwei letzteren Beobachtungen im Meridian erhalten wurden , so 
ist unmittelbar die Stemzeit der Beobachtung durch die Rectascension des Planeten dar- 
gestellt. Unter den Annahmen 



6 
I 215" 7'5 


9 

+ 48° i'5 


\0g7TQ 
0.9460 


2 25549.2 


+ 51 17-4 


0.9459 


3 25223.2 


+ 5158.2 


0.9459 


finde ich für die Länge und Breite des Zeniths 




I i85''57' 


b 
■ +56°38' 




2 238 4 


+ 73 10 




3 230 22 


+ 73 





Um den locus fictus zu erhalten und gleichzeitig die Sonnenbreite wegzuschaffen, 
wende ich die oben angesetzten Formel an (vergl. pag. 36) und finde 
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Jt 


I -I5"75 


— 6cx) 


4-0.1 


2 — 1.82 


-635 


+ 0.1 


3 + 9-19 


-714 


+ 0.1 



^ log 22 habe ich in Einheiten der siebenten Decimale angesetzt. Schliesslich finden 
sich in der dritten Kolumne unter Jt die aus der Einfuhrung des locus fictus entstan- 
denen Correctionen der Zeiten in Einheiten der fünften Decimale des Tages , die in der 
That 80 klein sind, dass man hätte dieselben unbedenklich fortlassen können. 

Stelle ich nun Alles zusammen, so ergeben sich die folgenden Daten, die der 
Rechnung zu Grunde gelegt werden müssen. 

1868 Mai l i^ L logÄ 

1 18.431471 258*'58'3i"o5 -|-iA8'i8"o8 58" 8'46"35 o.cx)52230 

2 34.545833 2553721.73 +13 1425.16 733627.29 0.0063363 

3 50.480206 252 752.12 4-13 9 2.79 884947.25 0.0070119 

Jetzt kann die Berechnung der Hilfsgrössen vorgenommen werden, die. konstant 
bleiben, gleichgiltig welche Hypothese man über Q macht; es wird aber zweckmässig 
sein, die Grössen, welche P enthalten , hiervon abzulösen , da durch die Berücksichti- 
gung der Aberrationszeit dasselbe im Verlauf der Bechnung eine einmalige meist un- 
bedeutende Korrektion erfährt. 

Aus den vorstehenden Ableitungen wird man zuerst die Formeln zusammen- 
stellen, die zur Berechnung der Grössen ^, und ^„, dienen können , sobald q,f bekannt ist. 
Man wird berechnen 



B „ sin (Z;, — L, ) 
R„f 8in(Z/,„--i,) 
R„ sin [L,„ — L„ ) 
R, %m[L„f — L,) 



N" 

N 



sin^,, 
sin^„ 
sinz/, 
sin^, 
sin J„ 
sin.^,, 
sin^,,, 
sin^w 



= sin 



sinfF' 

cos TT' 

sinTTo' 

cos W^' 

sin W"' 

cos TT" 

sin W^" 

cos TT '" = sin 



cos W sin/9,„ =f, sinF, 
—smW'=f,co8F, 



sin (X„, — X,) cos^, 

sin ßf C08ß„f — cos ßf sin/i^,„ cos (l,„ — X,) 
= sin {l„,^X„) cos/if„ 
= sin//,, cosß„f — cos/?,, sin//,,, cos (A„, — A„) 
= 8in{A,„ — A,) cos/S?,,, 
= sin/?,,, cos /äf, — cos/?,,, sin/?, cos (A„, — l,) 
— sin (A„ — l,) cos/?,, 

in/?,, cos/?, — cos/?,, sin/?, cos (A„ — X,] 



> II 



cos W" smß, =f,„ «a\F,„ 
sin TT"' =/„ cosi^,,, 



/// 



hJ. = 









IV 



26* 
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sin ^i„ 
bj" = ^"^'" sin {X, 



,„] 



o ~ 8in./„ 



sin /7,,, 



— TF"') 



tf; 



VI 



Die Berechnung der Coefficienten zur Verbindung von ^ , und ^,„ mit p„ lässt »ich 
auf etwas einfachere Formen, als die eben aufgestellten, zurückfuhren ; jene haben aber 
den Nachthetl , dass sie nicht allgemein anwendbar sind ; wenn eine Lösung möglich 
ist, so werden die vorstehenden Formeln stets das Ziel mit Sicherheit erlangen lassen, 
was von den anderen nicht behauptet werden darf. 

Hieran kann man die Berechnung der Konstanten anschliessen , die den XJeber- 
gang von den geocentrischen auf heliocentrische Orte vermitteln. Es wird sein 

R^ = R, sin(A, —L,) 

R^ =—R, co8(^ —L,) 

Rg" = R,tf sin [X,„—L,„) 

Rc" = Rm COS [^m L„t] . 

Nun werden die Konstanten ermittelt, die bei der Auflösung der Gleichung fiir z 
in Betracht kommen ; es wird zu berechnen sein : 

A = R, [ i^ß„, sin [X, —L, ) —tgß, sin {X„, — L, } 
B = R„, ( tg ß,„ sin [X, — L,„] — tg /?, sin [X„, — L,„ } 
C = R„ { X%ß„, sin [X, — L„] — tg^, sin [X,„ — L„ } 
D = R„ {tgß, cos (X,„—L„) —tgßn, cos (X, —L„ ) 
sin (J sin i/; =3^ sin ß„ \ 

sin d cos %p = cos ß„ sin [X„ — L„) ^ 
cos d = — cos ^„ cos {X„ — //„) ) 
d ist stets kleiner als i8o^, also sincJ positiv 

Tsmt = D 

Tcost = R„ sin {X„, — X,) 
S sin {d -{-a) = (7 sin d 
S cos {d + a) = T sin {t + tp) sind 



VII 



VIII 



IX 



2 (i2„8incr)3 

Hier wird man* sich leicht überzeugen können , ob das Gewicht der Bahnbestim- 
mung hinreichend gross ist. Man hat für den massgebenden Winkel (:r) , der stets kleiner 
als i8o" angenommen werden kann 



und für das Gewicht (G) 



co8((r4-a) 



tg;c: 
G = sina; sind*) 



*) Um alle Umstände zu berücksichtigen , die auf die Sicherheit der Bahnbestimmung Einfluss 
nehmen, könnte man auch unter dem Worte Gewicht der Bahnbestimmung das Produkt: 

sin X sin (f sin J„ { T„, — T,)^ 
verstehen, welcher Ausdruck dem im Texte gegebenen vorzuziehen wäre vermöge seiner umfas- 
senderen Geltung. 
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Hiernach wird man die Berechnung der Ghrössen ansch Hessen , die von den 
Zwischenzeiten abhängig sind und so lange keine Abänderung erfahren , als diese nicht 
geändert werden; diese bleiben aber ungeändert, wenn man die Korrektion für Aber- 
ration entweder weglässt oder für alle drei Orte konstant annimmt. Hat man die Ab- 
sicht die Zeiten für Aberration zu korrigiren , so wird man von hier ab kleinere Ta- 
feln zur Rechnung benutzen. 



T ^ 



(T,°-T„")k 
[T,^ - r,") k 



logA= 8.2355814 



P'' = 



^"ti-„-S=rf" 



A7 



SP sinw" = Jq" sin a 
SP cosaP = d^" cosa — 

Hiermit sind die Vorbereitungsrechnungen beendet und es beginnen die Hypo- 
thesen. Man wird setzen 



■* f ^ [''ff *'m , 



Q = 



A\„,^PBY, 



XII 



A + PB 
M =M"Q 

und die aiifzulösende Gleichung, nebst der die Rechnung erleichternden Diiferential- 
formel zur Berechnung der Korrektion von z sind : 

M sin z^ ^ sin (z -f- (o) 

1 log 3/-|- 4 log sin s — log sin (z -|- w) ^/ 



xm 



d log sin {z-\-(o, — 4 r/ log sin z 



b — -40 



Ist z gefunden, so wird 



Q„ = -— sin(d — z) 
^ sins ^ ' 

r„ = . " sin d 

sm s 



XIV 



Die Verhältnisse der Dreieckflächen finden sich dann nach : 






I-+ 






\ 



-tl-+^l) 



XV 






XVI 



und jetzt die geocentrischen Distanzen durch : 

n''Q„, = (N-n) a/' -f- {N"-n") V' + < 

Hier kann man, wenn die Breiten nicht zu klein sind, als bequeme Probe ein- 
schalten 

UQ, sin/9, 4- n''Q„, smß„, = q„ sin/?,, 
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Nach der ersten Hypothese wird man meist schon mit Sicherheit die Korrektionen 
für Aberration einführen können , und die Berechnung hierliir nebst den daraus ent- 
stehenden Abänderungen werden zweckmässig gleich hier vorgenommen. Es wird sein 



T, =T," -Q,s 
T„ = T,^—q„s 

-* in ^^^^ J- tu ■ Qm S 

ogs == 2.76056 



T, = [T,„-^T„)k 

x„ = \i„f Li) k 

x„, = \T,f — /,) k 
logA = 8.2355814 



ß sin w = d^y sin o 
i2 cosiü = d^coso — I 



XVII 



M" = 



W 
n 



wobei die Korrektionen der Zeiten durch die Annahme über s in Einheiten der fünften 
Decimale des mittleren Sonnentages erhalten werden. Diese Korrektionen werden, 
wenn sie nach ihrem absoluten Werthe auch noch etwas fehlerhaft sind, für die Kor- 
rektion der Zwischenzeiten völlig ausreichend sein, weil die Differenz der Korrektionen, 
auf die es nur ankommt, wesentlich genauer gefunden wird. 

13ie heliocentrischen Orte finden sich für die äusseren Orte durch 



r, cos(/, 


— k, ) cos b, 


= Q, cos/9, +Rc 


r, sin (/, 


— A, ) cosJ, 


= ä; 




r, sin b, 


= Q, sin/?, 


r„, cos {l,„ 


— Q cosb,„ 


= Q„,C08ß,„ + Iic"' 


r„, sin {l„, 


— l„,) cosb„, 


= b:\ 




r,„ sin b,„ 


= q„, sin/?,. 



XVIII 



und die iieliocentrischen Bögen nach : 

sin 2/" = sin ^\ (l,„ — /,) cos b, cos J,„ + sin ^^ {b„, — b,) 

sin 2/' =^^nsin2/' ^ ^jj^ 

sin 2/"= ^'«sin2/' 
Es muss stimmen 

f+f" =/' 

Jetzt wird man für die drei Kombinationen der Orte die Verhältnisse: 
zu suchen haben. Man wird setzen in den folgenden Formeln 



Sector 



Statt: rj 


V' 


V" 


rj,,, 


yy ^ 


T, 


'Cn 


Tm 


,, / 


/ 


r 


r 


,, r 


r„ 


r, 


r, 


„ r' 


r,„ 


r„, 


r„ 



und dann haben 
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(2 cos/ >/rr')3 

j _ 8in2^H-tg22ftf 

cos/ 



log I = 9.9208188 

logy = 0.0871502 
logH = 9-9586073 



XX 



I + VjÄ 

I +etc. 

Dieser Kettenbruch wird bei 7 stelliger Rechnung bei heliocentrischen Bewegun- 
gen von 20° völlig ausreichende Resultate geben, wendet man östellige Tafeln an, so 
werden selbst heliocentrische Bewegungen von 30° noch nicht die Rückkehr auf die 
strengen Formeln fordern. Will man streng rechnen, so wird man mit dem Näherungs- 
werth (nur für Planeten geltend, sonst f = o) 

a;=^-8in2^/ 

aus Tafel X, ^ entlehnen und haben 

Ä = 



« + / + ! 

mit Ä nimmt man aus Tafel /X, log rjt] ; man wird jetzt nachsehen ob die fiir x ange- 
wendete Näherung ausreichend war, und berechnen 

und danach , wenn es nöthig sein sollte mit dem verbesserten Werthe von ^ die Rech- 
nung wiederholen. Hat man nach diesen strengen Formeln rj berechnet, so findet sich 
{fj — i) mit der wünschenswerthen Genauigkeit nach 



(i?-i) = 



(^+i) 



Hat man nun nach einer und der anderen Weise die Werthe für die Verhältnisse 
der Dreiecksfläche gefunden, so wird man für die nächste Hypothese haben 



y, = 



_ (^/f — ^) — iv>t*—'^) 



Vm 



y,„ = 



iVn — — iV, — ') 



2r,;^ 



2r„^ 



XXI 



worauf die Rechnung von Formel XIII an wieder vorgenommen werden muss, und wird 
so lange fortzusetzen sein, bis die Einführung verbesserter Werthe für Yf und Y,„ keine 
wesentliche Aenderung mehr hervorbringt. Findet sich n" und n in zwei auf einander 
folgenden Hypothesen ungeändert, so kann an die Eruirung der Elemente gegangen 
werden. Bei Zwischenzeiten , wie man sie gewöhnlich bei ersten Bahnbestimmungen 
kleiner Planeten findet , wird selten genug eine dritte Hypothese nothwendig werden 
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und auf das oben hingewiesene Interpolationsverfahren (pag. 186} wird fast nie Gelegen- 
heit sich bieten zurückzukommen. 

Bei der ersten Hypothese wird man als zweckmassige Abkürzung kleinere Tafeln 
benutzen ; doch wenn die Zwischenzeiten sehr klein sind (kleiner als in dem oben ge- 
wählten Beispiele) und die Beobachtungen einem kleinen Planeten angehören , so wird 
man in der ersten Hypothese schon genau rechnen, da in der That die Näherungswerthe 
fast völlig streng sind und meist, wenn nicht die grösste Genauigkeit gefordert wird, 
die erste Hypothese ausreicht; in diesen Fällen wird es nicht nöthig sein, die Aberration 
streng zu berücksichtigen, man wird nur, um dieselbe der Hauptsache nach mitzu- 
nehmen; von den Beobachtungszeiten die zu q,, gehörige Lichtzeit abziehen und die 
Zwischenzeiten, auf die die vorausgehende Rechnung basirt war, ungeändert lassen ; ver- 
nachlässigt man die Parallaxe und die Sonnenbreite, so ist die Bildung einer zweiten Hypo- 
these bei kurzen Zwischenzeiten (<[ 30 Tage) fast unlogisch , da die bereits gemachten 
Vernachlässigungen beträchtlicher sind, als der Fehler der ersten Hypothese. Ich kehre 
nun zu dem oben angefangenen Beispiel zurück und werde jetzt die wichtigsten Mo- 
mente der weiteren Rechnung mittheilen. 

Zunächst bilde ich die für die Folge nöthigen Längenunterschiede. 



L„ —L, 15^27' 4o"94 


K.-L, 


193^59' 5"77 


L„, — L, 30 41 0.90 


Kff — Lf„ 


163 18 4.87 


L,„—L„ 15 13 19.96 


X. -L. 


200 49 44.70 


A,^— K ~ 6 50 38.93 


Xf — L„, 


170 8 43.80 


K,— K — 3 29 29.61 


kf — Ltf, 


185 22 3.76 


X„ — X, — 321 9.32 


K„t — Lt, 


178 31 24.83 


Kff — J^„ = 


182^0' 54"44 


, 


Nach /finde ich 






iV" = +0.521 6071 


iV= + o 


.515 8492 


nach //wird 






TF' = -92«ii'4i"3i 


ir" = 


-86°i5'59"i9 


log sin.:/,, = 9.065 5446 


log sin J„ = 


9.065 5446 


ir„' = -88" 5'34"53 


'^^ — 


-82° 2' o"i9 


logsin^, = 8.773 1678 


log sin J„r = 


8.759 5209 


Nach /// wird 






i^, = _o°29'58"50 ' 


F,„ = 


i79°io'i7"o5 


log/, = 9-999 6978 


log/^ = ( 


3-999 1227 


nach IV und V wurde berechnet 






logao'=o„307 1007 


loga,;" = 


0.472 8649 


log V = 0-41 1 9849 


logC = 


o„2o8 6452 


logc,; = 9.706 5093 


logC = 


9.692 7899 



Hiermit sind die Hilfsgrössen erhalten , die man kennen muss , um aus q„ 
und n!' die Grössen q, und q„, abzuleiten. 
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Zum Uebergange vom geocentrischen auf den heliocentrischen Ort erhielt ich 

nach VI 

Igi?/ = 9^556 1641 Igli/; = 9.465 4048 

IgiZ; = 9.975 8718 Igi^c" = 9.988 3000 

Aus VII wird gefunden 

IgA = 8^454 7192 lgC= 8^449 0161 

]gB = 8^410 4934 IgD = 7.739 2137 



nach VIII 
und nach IX 



\p = 98« 29' 59"o3 0=13'' 23' 24^30 

t= 177^24' 9"36 a= 179^45' 2o"4i 

log r= 9.082 9462 iogiS'= 8.456 8705 

lg3f =1.585 8605 
Den massgebenden Winkel und das Gewicht der Bahnbestimmung finde ich 

a: = 84°i5' 

(t = 0.23 

so dass eine gute Bahnbestimmung zu erwarten steht^ da keiner der Ausnahmefälle nahe 
bevorstehend ist, demnach die Unsicherheiten nur eine Folge der kurzen Zwischen- 
zeiten sind. 

Die nun folgenden Grössen wurden, da dieselben kleine Abänderungen erfahren, 
wenn man die Aberrationszeit berücksichtigt, vorläufig 5stellig gerechnet. 

Es wird nach X und XI 

logT,° = 9.43792 logP" = 0.00487 

logT,," = 9-74139 log(i + P«) = 0.30347 

' log T,„"== 9.44279 log rfo° =0^02382 

t^^=~4"34'6" logßo =8.75249 

log3/"«= 2.83337 
und nun wurde an die Bildung der ersten Hypothese gegangen. 
I. Hypothese. Es fand sich nach der Formel XII 

logY, =8.87909 IgQ =8.88079 

logy,,, = 8.88234 IgJf = 1.71416 

welche Werthe die Grundlage der ersten Hypothese bilden. Es fand sich weiter rasch 
durch Versuche ( XIII] 

;r = 4"42'8" 
und dann nach XIV und XV 

logr„ = 0.45735 log/i" = 9.70211 

l«g^/' = 0.27177 logw =9.69722 
Mit diesen Werthen wird nach X VI 

logp, = 0.28570 logQ,„ = 0.27360 

Oppolzer, BahnbestiinmQiigen. 27 
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und hierbei die bei X FT vorgeschlagene Probe angewendet, welche völlig zutreffend 
gefunden wurde. Es wurde nun der Einfluss der Aberration nach XVII eliminirt 
und gefunden. 

Mai 
dT, = — II 12.4 T, =18.420347 

dT„ = —1077.3 T,, =34.535060 

dT,„ = — 1081.8 T„, = 50.469388 

Igr, =9.4379152 lg^= 0.0048888 

Ig^.. =9-7413965 lg(i^+i) = 0.3034813 
Ig«^/'/ = 9-4428040 lgöfo= 0^0238259 

ö> = — 4°34'4"70 
logfl = 8.7525391 logJf" = 2.8333214 

Um nun für Y, und Y,„ sofort verbesserte Werthe zu erhalten wurde die Rech- 
nung mit XVIII fortgesetzt und gefunden : 

/, = 251^3' 28" /..= 258« 4' 52" 

J, = +8°32' 4" *^ = +8°37'23" 

logr, = 0.45990 logr,,, = 0.45472 

nach XIX wurde 

2f' = 6« 1 7' 10" 2f = f 8' 39" 2/" = 3° 8' 3 1" 

wobei die Probe, dass ist: f -{-/"' =/", völlig stimmt. Die Durchführung der Be- 
rechnung nach XX ergab für die drei in Betracht kommenden Kombinationen 

logm 6.60714 7.20972 6.60513 

(0 — 02 31 05 O 02 30 

logZ 6.27909 6.88206 6.28003 

logÄ 6.68622 7.28850 6.68421 

log(i? — i) 6.73172 7-33323 6.72971 

logi; 0.00023 0.00093 0.00023 

woraus sich schliesslich nach XX/fand : 

log Y, = 8. 88096 log Y,„ = 8. 88 1 63 

welche Werthe zur Bildung der zweiten Hypothese verwendet werden, die ich nun 
siebenstellig durchgeführt habe. 

2. Hypothese. Es fand sich in derselben Anordnung wie früher 

nach X// logQ = 8.881 3140 log3f= i. 714 6354 

„ XIII ;? = 4«42'7"5i8 

„ XIV und XV logr„ = 0.457 3559 log»" = 9.702 1078 

logp^ = 0.271 7870 logn =9.697 2201 

„ XVI logp, = 0.285 7122 logp,„ = 0.273 6263 

die oben angegebene Probe stimmt bis auf eine Einheit der siebenten Decimale. Die 
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Berechnung der Formeln X VII ist jetzt , da die Aberration schon hinlänglich scharf in 
Rechnung gezogen ist, nicht mehr nöthig. Weiter wird nach X VIII 

h = 25i«43'28"3i L = 258« 4'5i"95 

J, = +8^32' 4^29 K. = +8^37'23"36 

logr, = 0.459 8989 logn,, = 0.454 7323 

Diese Zahlen stiinmen schon so nahe mit denen der ersten Hypothese , dass man mit 
Recht die Rechnung als abgeschlossen betrachten darf und an die Eruirung der Ele- 
mente schreiten könnte. Um aber hier Alles so genau als möglich zu finden , gehe ich 
noch zur Bildung einer dritten Hypothese über und um diese vorzubereiten wurde ausge- 
führt {XIX und XX) 



2/ 


3°8'3i"i6 


6°i7'9"6o 


3°8'38"44 


logm 


6.607 1257 


7.209 7176 


6.605 0986 


(0 - 


-o»2'3o"96 


-0° 5'6"74 


-o"2'35"75 


log/ 


6.279 1032 


6.882 0067 


6.279 9708 


logÄ 


6.686 2078 


7.288 5018 


6.684 1805 


log(t]—i) 


6.731 7078 


7-333 2315 


6.729 6818 


logt] 


0.000 2341 


0.000 9344 


0.000 2330 


nach XX/ wird 








logr, 


= 8.880 9774 


iogr„,= 


8.881 6529 



3. Hypothese (Schluss). In dieser Hypothese wurde der Werth von z nach der 
DiffereDtialformel ermittelt. Es war 

log Q = 8. 88 1 3306 dz = + o"o2 1 

rflogQ = +166 z = 4«42'7"539 

X/Fund XFliessen finden 

logn, = 0.457 ^554 logw" = 9.702 1078 

logp„ = 0.271 7863 logn =9.697 2201 

die Werthe von n' und n stimmen^ wie es zu erwarten war, schon völlig mit denen, 
welche die zweite Hypothese gegeben hat; die Rechnung ist demnach als beendigt an- 
zusehen imd es kann an die Eruirung der Elemente geschritten werden ; dieselben wer- 
den am zweckmässigsten dem ersten und dritten heliocentrischen Orte angeschlossen 
und zu diesem Ende wird auch die Berechnung der Formeln X VIII vorgenommen 

logp, = 0.285 7115 log^,,, = 0.273 6256 
/, = 25i«43 28"29 i. = 258« 4'5i"97 

i,=+8°32' 4"27 i,.= + 8«37'23"35 

logr, = 0.459 8985 logr,„ = 0.454 7318 

Die Bestimmung der Elemente selbst werde ich später vornehmen. 

Jetzt will ich den Fall vornehmen , wo genäherte Elemente schon bekannt sind 
und man verbesserte Elemente aus drei Orten ableiten will. 

27* 
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Zweiter Fall. 

Nachdem man die Beobachtungszeiten auf denselben Meridian gebracht hat, 
subtrahirt man von denselben die Aberrationszeit. Dieselbe wird gefunden nach 

Abrrzt = qo 
wobei Q die Distanz loga = 2.69708 ist, wodurch die Korrektion der Zeit in Zeitsekun- 
den erhalten wird. Hierauf verwandelt man die so korrigirten Zeitangaben in Decimal- 
theile des Tages. 

Die beobachteten Orte müssen nur für Parallaxe (pag. 32) korrigirt werden , die 
Korrektionen werden gefunden nach 

tirv = ^y^ 

^' C08(d— «) 

T TiQ coß (f>* 8in(^ — g) 

z/ cos <r 

7 » TTQ sin <p' sin (y — S) 

^ sin y 

Die differentielle Aenderung der Distanz {q) zu berechnen , um hieraus die Reduktion 
für die Lichtzeit auf das Erdcentrum zu erhalten, ist völlig ohne Nutzen, da diese Re- 
duktion niemals 0*02 wesentlich übersteigen kann. Die so für Parallaxe korrigirten 
Beobachtungen werden zweckmässig auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges 
übertragen, da aber die Aberration schon berücksichtigt ist , so wird man nur zu setzen 
haben « = a' — \f+ff sin (O + «') t^d'] 

d=d' -ffco8{G + a') 
Die so reducirten Orte werden mm mit der mittleren Schiefe in Länge und Breite um- 
gesetzt. 

Zu den für Aberration verbesserten Zeiten werden die Sonnenorte aus den Ephe- 
meriden entlehnt und die Sonnenbreiten weggeschafit, indem man die beobachteten 
Breiten korrigirt um 

Eine merkbare Korrektion für die Lichtzeit kann daraus wieder nicht entstehen, 
indem diese selten genug auf 0*003 ansteigen würde. 

Die Rechnung aus den so vorbereiteten Angaben wird sich ganz so wie im ersten 
Falle stellen, nur mit dem Unterschiede, dass die Berechnung der Formeln X, X/ jetzt 
völlig strenge Resultate gibt, demnach die Berechnung der Formel XF// unterbleibt, 
und dass anstatt der Berechnung genäherter Werthe von Y, und Y,„ aus XII sofort die 
genaueren Werthe aus den vorhandenen Elementen abgeleitet werden können ; wie man 
zu diesen gelangt, werde ich jetzt zeigen. 

Man berechnet mit den gegebenen Elementen für die Zeiten der Beobachtungen 
r, r„ r„, und v, v„ v,„ , welche letztere Werthe sofort ff imd/"' finden lassen. Es ist 
nämlich 

f^m — r, = 2/" 

V,„ — v], = 2/' 
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und mit diesen Werthen wird sich die Berechnung Y, und Y,„ ausfuhren lassen ; diese 
wird aber verschieden vorgenommen werden können , je nachdem die heliocentrische 
Bewegung massig oder sehr gross ist. Ist die Bewegung massig , so wird man die For- 
meln XX und XX/ unmittelbar anwenden oder wenn man glaubt nicht mit Hansen 's 
Kettenbruch auszureichen, so wird man nach den daselbst gegebenen Gauss' sehen 
Verfahren vorgehen. Man kann hierbei bemerken, dass das Hansen' sehe Ver- 
fahren innerhalb viel weiterer Grenzen, als dieselben oben gesteckt wurden, gestattet ist, 
da es nur auf die Ermittlung von Näherungswerthen ankommt , aus Elementen , die 
meistens beträchtlich von der Wahrheit abweichen. Mit diesen so gefundenen Werthen 
von Y, und T,,, wird die erste Hypothese durchgeführt und falls eine Verbesserung der 
angenommenen Werthe nöthig erscheinen sollte, eine zweite Hypothese gebildet , ganz 
nach den oben auseinandergesetzten Principien, und so lange mit der Rechnung fort- 
gefahren, bis eine als hinreichend erachtete Annäherung erzielt ist. 

Ist jedoch die heliocentrische Bewegung grösser als 90*^, dann bietet dieses 
Verfahren der succesiven Verbesserung keine oder eine sehr geringe Konvergenz und es 
ist besser in diesem Falle sofort drei Hypothesen zu bilden, indem man für Y, und Y,„ 
zuerst die aus den vorhandenen Elementen bestimmten Werthe nimmt, dann in der 
zweiten Hypothese Y, ungeändert lässt, aber Y„, nach Gutdünken ändert und schliesslich 
die dritte Hypothese mit abgeänderten Y, und ungeänderten Y„, durchführt. Nach Schluss 
dieser Hypothese interpolirt man nach den am Schlüsse des §. 5 (pag. 186) gegebenen 
Formeln die wahren Werthe. Bei so grossen Bögen (heliocentrische Bewegung) leitet 
man zweckmässig das Verhältniss (Sector : Dreieck) ab nach der Formel 

' rr' 8in 2/ 
und man wird direkt zur Berechnung der ersten Werthe von Y, und Y,,, haben 

(t,„ r„,8in2f„ ) " 

( T, r, 8m2/„ ) 

Man wird selten genug Veranlassung haben dieses Verfahren benutzen zu müssen, 
da man meist in diesen Fällen Hilfsmittel (Bahnverbesserung) zu Gebote hat, die rascher 
das Ziel erreichen lassen. In diesen Fällen kann es sich auch ereignen, dass die Sinus- 
formeln für die Ermittlung von/',/" und/" nicht ausreichend sind. Mann kann dann 
auf die folgende Weise verfahren. Ist p, p^ und p,„ ermittelt, so findet man für die drei 
Beobachtungen die heliocentrischen Orte nach 

r, co8(/, — A, ) cosJ, == f , cos/?, — JB, cos(>l, — L,] = q, cos/9, +-R/ 
r^ sin (/, ■— l, ) cos b, = R, sin {X, — L,) = Ä/ 

r, sin b, = q, sin/9, 
r„ cos(/„ — A„) cos5„ = Q„ cos/9,, —R„ cos(A„ — L,,) = q„ cos/9„ +12/ 
r„ sin (/„ — A„) cos i„ = R„ sin [A„ — L„] = EJ' 

r„ sinb,, == q,, sin/?,, 
r,„ cos (/,„ — A,„) cos J,„ = ^„, cos/9,,, — 22,,, cos (A,„ — LJ, = ^„, cos/9,„ -f- Bf!" 
r,„ sin (/,„ — A,„) cos b,„ = ü,,, sin (A„, — L„,) = RJ" 

r,„ sinft,,, = Q„, 8in/9„. 



Digitized by 



Google 



214 

Man wird hierbei als wenig umfassende Probe benutzen können^ dass r„ identisch 

hier gefunden wird mit : 

Rff sin 9 
ainz 

Legt man nun durch zwei heliocentrische Orte einen grössten Kreis , so Mrird 

dadurch die Bestimmung des Knotens und der Neigung erhalten ; man wird zu diesem 

Ende zwei Orte wählen, die möglichst nahe an 90° von einander abstehen ; allzu nahe 

liegende oder nahe 180*' von einander entfernte Orte werden wenig geeignet sein. Man 

bestimmt denn Q und i nach 

tg J, = tg i sin (/, — Q) 

8in (/,„ — /,) ^ v ' / 

Man wird die Neigung (t) innerhalb der Grenzen 0° und 180^ annehmen, bo 
dass bei direkter Bewegung (^ positiv] tgt positiv, bei retrograder Bewegung T^ ne- 
gativ ) , tg I negativ ist. In den eben angeführten Formeln wird bisweilen die Noth^ 
wendigkeit hervortreten, andere Accente anzusetzen in Bücksicht auf die obige Bemer- 
kung über die Wahl der zwei Orte. Es kann als Probe benutzt werden , da die Be- 
dingung der Ebene streng erfüllt ist : 

sin [l„—Q] tgt = tgi„ 
Die Argumente der Breite finden sich je nach dem tg t kleiner oder grösser als 
die Einheit nach 

tgi<±i 

t.u^^'^JkzB} tgt/. = ^g^^---.^^ tgt... = ^g^^--Q^ 

^ ' COSt «^ " COSt Ö '" COBf 

^ ' cos (/, — Q ) sin t ^ " cos {l„— Q) sin t "^ *•'" cos {/,„ — Q ) sin i 

wobei u in dem Quadranten zu nehmen ist, der einerseits dem Zeichen von tg« ent- 
spricht und andererseits muss sin u gleich bezeichnet mit sin b sein. 

Nachdem diese Rechnungen ausgeführt sind, sind die heliocentrischen Bogen 

sofort bekannt, denn es ist 

u„—u, =2f" 

u„, — tt, = 2/" 

u„,— u„= 2f 

Als Probe wird man benutzen können 

^ _. r, , r,„ sin [u,„ — u„) ^, __ r , r„ sin {u„ — u,) 

r, r,„ sm [u,„ — u,) r, r,„ sin {u,„ — u,) 

wobei die jetzt gefundenen Werthe von n und n" identisch sein müssen mit den früher 
aus Y, und Y„, nach X F abgeleiteten Werthen. Da jetzt die Werthe von/'/" und/'" 
imd die Radien vektoren bekannt sind, so berechnet man zum Schlüsse daraus nach 
den strengen Gauss 'sehen Formeln [E,„ — E, kann 132° 50' werden ohne die Grenzen 
der' ^- Tafel zu überschreiten) die Werthe von tj und daraus Y, und Y,„y wobei die 
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Unterschiede zwisehen den Eingangs angenommenen Wertben von Y, und Y,„ in den 
drei Hypothesen die Koefficienten a, a„ a,„ und b, h,, b„, angeben , mit deren Hilfe man 
nach der im §. 5 angegebenen Formel (pag. 186) die definitiven Werthe von Y, und Y„, 
interpoliren kann. 

Ich werde nun die früher aufgestellten Formeln durch ein Beispiel erläutern und 
mich auf den einzig wichtigen Fall beschränken, wo die heliocentrische Bewegung noch 
so massig ist, dass man mit Vortheil das Verfahren der successiven Annäherungen an- 
wendet. I6h nehme dieselben Beobachtungen des Planeten »Elpis« vor , die ich früher 
gewählt habe und werde an dieselben nur die Korrektionen anbringen, welche die ge- 
näherte Kenntniss der Elemente gestattet. Die Beobachtungen sind wie oben : 

Ort Ortszeit A, R. 59 DecL 59 

1868 Mai 18 Josefetadt (Wien) 10^^33*" 9'' 17^^ 16*^20*36 —10^ 13' 58"! 

Juni 3 Greenwich 12 12 25 17 3 17.46 — 9 30 32.4 

» 19 Leiden 10 55 51 16 49 33.48 — 9 ^3 i-5 

Die genäherten Elemente lassen finden 

log ?, = 0.28571 logr, = 0.459898 2/' = v,„ - v„ = f 8'38"4 

log qn = 0.27179 logr,, = 0.457355 2/" = v„, — v,= 6° 17' 9"6 

log dnr = 0.27363 log r„,= 0.454732 2/'"= v„ — t?, = 30 8' 3 1" 2 

und daraus 

logy, = 8.8809774 logy,,, = 8.8816529 

Die für Aberration korrigirten Zeiten, die bei der vorstehenden Rechnung bereits 
berücksichtigt sind, und die Reduktionen für Parallaxe finden sich : 

1868 Mai Ja Jd 

18.420345 -2"i7 +3"83 

34-535059 0.00 +4''i2 

50.469386 0.00 +4"i2 

Die Reduktionen auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges sind: 

a — a d - d' 
~ 9" 60 -7" 46 

— ii'^97 —7.06 

— i4"5i —6.35 

verwandelt man nun die auf das mittlere Aequinoctium 1868.0 bezogenen geocentrischen 
Rectascension^n und Declinationen in Länge und Breite (« = 23^27' 22" 99) so wird 
man finden: 

A ß 

1 258^58' 47"83 +12^48' 20" 09 

2 255 37 41.95 +13 14 29.07 

3 252 8 11.39 +13 9 8.18 

Man wird in den reducirten Zeiten kleine Unterschiede gegen die frühere Rech- 
nung finden, die nicht vorhanden sein sollten; dieselben sind ganz bedeutungslos und 
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die Ursache liegt darin , dass die Distanzen der ersten Hypothese noch etwas fehler- 
haft waren ; doch selbst bei siebenstelliger Rechnung entsteht daraus keine Aenderung 
des Resultates. 

Jetzt entlehne ich aus dem Berliner Jahrbuche die Sonnenorte , an die keine 
weiteren Reduktionen anzubringen sind, da sich dieselben auf das oben gewählte mitt- 
lere Aequinoctium 1868.0 beziehen. Ich finde: 

L ' B logÄ 

1 sS"" 8'23"55 — o"36 0.0052841 

2 73 35 52.01 + 0.66 0.0063992 

3 88 49 0.90 — 0.45 0.0070830 

Um nun die Sonnenbreiten streng aus der Rechnung zu schaffen, korrigire ich 
nach den oben angesetzten Formeln die Breiten des Planeten und finde 

dß 

1 +o"i8 

2 -o"34 

3 +o"23 

Man hat demnach für die weiteren Rechnungen die folgenden Fundamentalwerthe : 

1868 Mai A ß L log-B 

18.420345 258^58' 47"83 -+- 12^48' 2o"27 58° 8'23"55 0.0052841 

34.535059 255 37 41.95 +13 14 28.73 73 35 52.01 0.0063992 

50.469386 252 8 11.39 +13 9 8.41 88 49 9.90 0.0070830 

Aus diesen Zahlen sollen nun dieselben Werthe für die Berechnung der Ele- 
mente erhalten werden, welche das vorige l^eispiel geliefert hat; man wird aber eine 
völlige Uebereinstimmung nicht erwarten dürfen wegen der Unsicherheit der logarith- 
mischeu Rechnung; man darf etwa nicht glauben , dass z. B. der Werth für r„, welche 
diese beiden Rechnungen geben , auf wenige Einheiten der siebenten Decimale stim- 
men werde ; es kann diese Differenz bei dem vorliegenden Beispiele auf einige Einheiten 
der fünften Decimale (bei kürzeren Zwischenzeiten wird diess im erhöhten Masse der 
Fall sein und bei einem geringeren Gewicht der Bahnbestimmungj ansteigen , ohne 
dass ein Fetaler ausser den unvermeidlichen Tafelfehlem sich eingeschlichen hat ; die 
hauptsächliche Ursache dieser Differenz liegt in der Unsicherheit , mit der sich der 
Winkel w bestimmt; sollte eine völlige Uebereinstimmung erhalten werden, so müsste 
ia auf mehr denn o"oi genau bestimmbar sein mit Hilfe der angewandten logarithmi- 
schen Tafeln , während diese Unsicherheit im vorliegenden Falle leicht mehrere Zehn- 
theile einer Bogensekunde betragen kann ; die Ursache liegt in den verhaltnissmässig 
kleinen Zwischenzeiten und gibt deutlich zu erkennen, dass man dieselben nicht zu 
kurz wählen darf, um ein annehmbares Resultat zu erhalten. Es braucht kaum erst 
bemerkt zu werden, dass wenn sich auch so bedeutende Differenzen herausstellen , die 
nicht in einem Rechenfehler begründet sind, dennoch beide Elementensysteme die 
Beobachtungen innerhalb der Unsicherheit der logarithmischen Rechnung (wenige 
Hunderttheile der Bogensekunde) genügen werden und genügen müssen; demnach im 
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Verlaufe der Rechnung gewisse Winkel übermässig genau bestimmen zu wollen, um 
den Beobachtungen Genüge zu thun , ist durchaus nicht nöthig und beruht auf einem 
Misskennen der Sachlage. Man wird zwar etwas geänderte Elemente erhalten, je nach- 
dem man die Bestimmung durchführt, doch keine derselben werden eine grössere Wahr^ 
scheinlichkeit für sich haben, da beide Systeme den Beobachtungen genügen , inner- 
halb der unvermeidlichen Unsicherheiten der letzten Stelle. So wird im vorliegenden 
Falle ein Fehler von o"oi in a nahezu den Logarithmus von r„ um 50 Einheiten der 
siebenten Decimale abändern, da aber dieser Werth mindestens um o"o2 und 0^03 un- 
sicher sein kann in jeder der zwei Richtungen, so kann wohl die Differenz der Werthe 
von r„ der beiden Rechnungen auf 200 — 300 Einheiten der siebenten Decimale an- 
steigen. Hiermit findet die oben in §. 4 (pag. 176) gemachte Bemerkung über die Un- 
sicherheit der Berechnung von (o ihre Erledigung. Die Durchführung der Rechnung 
nach den oben mitgetheilten Zahlen gibt 

logr„ = 0.4573590 
Dieser Werth stimmt bis auf 36 Einheiten der siebenten Decimale mit demjeni- 
gen, welchen die erste Rechnung gegeben hat , was nach dem oben Gesagten eine über 
Erwarten gute Uebereinstimmung ist ; ich habe es unterlassen , das Detail der Rech- 
nung anzuführen, da im Wesen Nichts gegen das vorausgehende Beispiel geändert 
fjrscheint. 

§• 8. Bestimmung der Elemente ans zwei lieliocentrisclien Orten.* 

Die Bestimmimg der Bahnelemente ist nach dem Vorausgehenden reducirt auf 
die Ableitung derselben aus zwei heliocentrischen Orten. Es ist schon früher erwähnt 
worden, dass man jetzt schon zur Kenntniss gelangt ist , ob man es mit einer ellipti- 
schen, parabolischen oder hyperbolischen Bahn zu thun hat. Die Grösse x nämlich, 
die bestimmt war durch 

a: = ^ — / 

wird in der Ellipse positiv, in der Hyperbel negativ. Im speciellen Falle der Parabel 
wird dieselbe der Null gleich. Es ist demnach die Bahn eine 

Ellipse wenn ^^l 

Parabel » -s =/ 

Hyperbel » -3 <C ^ 

Für den Fall der Parabel ißt die Bahnbestimmimg aus zwei heliocentrischen 
Orten bereits im vorausgehenden Abschnitte dargelegt worden. Man wird sich aber 
auch mit Vortheil sehr differenter Methoden bedienen, je nachdem die Bahn nahe kreis- 
förmig (Planetenbahn) oder sehr excentrisch (Kometenbahn) ist; das Kriterium hierfür, 
wenn nicht schon das Ansehen des Himmelskörpers die richtige Leitung geben würde, 
hätte man darin zu suchen, dass x vielmals kleiner als sin ^^y*ist; ist dasselbe negativ, 

Oppolzer, Bahnbestimmungen. 28 
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so ist die Bahn eine Hyperbel , wodurch man sofort von dem nahe parabolischen Cha- 
rakter der Bahn überzeugt wird. 

Ich werde zuerst den Fall vornehmen , wenn die Bahn nahe kreisförmig ist. Es 
ist nach pag. 48 für die zwei heliocentrischen Orte 



sin ^r, 1/— = sin\E,Yi -{-e 
cos^i?, 1/ -^ = cos ^E^y^i — e 
sin I v„, |/'> = sin ^ E„, YT+e 
co8iü,„|/'-^^ =cos|^,,,>/i— ^ 



[a] 



Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit sin^ [F+g] , die zweite mit 
cos J [F-\-g)y die dritte mit 8in^(F — g) und endlich die vierte mit cos^{F— y) und 
addirt die ersteren und letzteren , so wird man erhalten, wenn man bedenkt, dass ist 

Y\ ±^2ÄS cm\q> ± sin^f) 

i^ — i K4- ^) / = 1 K — «'.) 
G ^ ^(E„,+E,) g=\ {E„,--E,) 

die zwei Gleichungen 

1/ ^ cos {(/+g] = cos Iqp cos I F — \ G +g) — sin I9) cos \ [F+ Gj 

|/^' cos^ (f+g) = cos^q> cos [\F—^G — g) — sin ^9) cos 4 (F+ G) 

Diese beiden Gleichungen hat mau von einander abzuziehen. Man wird aber 
bedenken, dass ist : 

der Hilfswinkel w, der bereits früher schon (pag. 189) eingeführt wurde und bestimmt 
ist durch 

|^^'=<»(45°4-«) 
wird den eben erhaltenen Ausdruck weiter transformiren lassen und zwar wird : 



2W 



Vv -V'a^V'if^r I tg(45°4-co) - cotg(45°+«) j = 2}^' tg 

Mit Rücksicht auf das eben Erwähnte wird die früher angedeutete Subtraktion 
ergeben : 

cos^(f+g) tg2w = cosi9sin^sin|(F— G^ F rf" • • M) 

Ganz ein ähnliches Verfahren wird man einschlagen können, um noch drei 
weitere Gleichungen zu erhalten; es hängt hierbei nur davon ab, mit welchen CoefB- 
cienten man die Gleichungen [a] multiplicirt. Multiplicirt man der Reihe nach die 
Gleichungen in (a) mit : 
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- cos {(F-g) 
4-smi(F-y) 



+ sin i (F- g) 
+ cos \{F-g) 
+ sm^(F+g) 
+ cos \{F+g) 



+ cos-J-(F-.v) 

- sin ^[F-g] 

— cos ^(F-\-g] 
+ smi(F4-y) 



so wird man ähnliche Reduktionen mit denselben durchfuhren können , hierbei wird 
man aber auch zu beachten haben, dass ist 

/j+/'f' =f^ jtg(45°+«) +0018(45"+«) \==^^f^' 
Man hat demnach aus (a) die folgenden Formen erhalten 

(i) = cos i if+ff) tg 2 w = sin i [F— G) cos ^y Angy ^ 
(2) = sin \ [f+g] sec2ft> = co8^ [F — (?) cos^^^) sin^l/ — 






aa 



(3) = cos \ (f—ff) tg 2 fti = sin i (F+ G) sin ^y sin g 



r, r,„ 



aa 



(4) = sin^ (/ — g) 8ec2Ctf = cos^ {F+ G) sin ^9) sinyl7 -^ 
Es ist ersichtlich, dass man aus diesen vier Gleichungen sicher und unzwei- 
deutig Fy G und g> bestimmt; denn siny cos^qpT/-^ und siny sin ^ <)p 17 -^ 
müssen nothweudig positiv sein. Man erhält 



g=tgi(F-G) 



;| = tgi(FH-G) 



und es ist 

P„,= P+/ E,„=G + g \ 

v,=F-f E, = G-g j 

Ist einmal ^ (F — Cr) und \ [F-\- G) bekannt, so bestimmt man leicht 

(5) =cos\tp9\ngY:~ 

(6) =sinl9 8in5'j/^^ 



woraus sich findet 



1 = «*^ 



Ist \q> bekannt, so gestattet die Bestimmung von sin^l/ -^ die man jetzt 
fast ohne Mühe erhält, eine gute Controlle für die Rechnung. Es ist nach §. 6 (pag. 190) 



es ist also 






Man wird demnach nachsehen, ob in der That der Relation 



28* 
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^ r r,r,„ v„ 

genügt wird. jy„ ist durch die vorausgehenden Rechnungen bekannt (nach XX des 
vorausgehenden §.). Man könnte auch als Probe anwenden^ das Statthaben der Re- 
lationen 

tg4t^, = tgi£,tg(45° + i9>) 
tg it?..= tgi£,,,tg(45^+49>) 
Der Parameter bestimmt sich in Rücksicht auf pag. 187 durch: 

und die halbe grosse Achse nach 

cos ff 2 

und daraus die mittlere tägliche siderische Bewegung (jm) durch 



A^ = 



a 



i 



log k = 3.5500066 

wodurch diese in Bogensekunden erhalten wird. Hier wird abermals eine gute Prüfung 
im Folgenden zu suchen sein. Die mittleren Anomalien erhält man nach : 



e" 


= 


Sin 
sin 


i" 








yi, 


= 


E, 


— 


e" 


sin 


E, 


K. 


= 


E,„ 


— 


e" 


sin 


E, 






f 




= 


11 





:1 



und es wird sein müssen 



Ist die Zwischenzeit grösser als circa 80 Tage, so ist der zuletzt erhaltene Werth 
für die mittlere tägliche siderische Bewegung genauer als der nach a erhaltene, voraus- 
gesetzt dass die Bahn einem kleinen Planeten angehört , und man wird gut thun , a 
nach dem letzteren Werth von ^ zu bestimmen. 

Die letzte und beste Probe kann mit Hilfe der früher berechneten Werthe von 
2/' und 2/"' erhalten werden. Es ist nämlich zu berechnen 

V„ = V, + 2f"=V,„--2f 

tgii;,= tgit?,,tg(45«-iy) 
M„ = E„ — ö" sin JB„ 
es wird dann sein müssen 

M,, = M,+ [T„ - r,) 11 = M„, - (r,,- 7;,) II 
Schliesslich kann man aus den Elementen die drei Radienvectoren berechnen 
und dieses Resultat mit den früher gefundenen Grössen vergleichen. Es wird sein 
müssen 

logr, = a (i — sinqp cos£,) 
log r„ = a ( I — sin qp cos JB„) 
logr„,= a [i — sin 9 cos ^w) 
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Die Bestimmung des Knotens , der Neigung und der Länge des Perihels kann 
ganz nach den bereits bekannten Formebi durchgeführt werden. Die Rechnung der 
Elemente aus den zwei heliocentrischen Orten stellt sich unter der Annahme der nahe 
kreisförmigen Bahn wie folgt : 

sin 2y' = sin 2^ (/„, — /,) cos b, cos b,„ + sin ^^ (J^^^^— J^) 

sin 2j' = — « sin if" 

8m2/"'='^'»"8m2/' 



m„ = 



(acos/" Yr,r„y 
tg (45° -I-«") =Y'f, 



( 1- 



_ gJnH/" + tg'2a>„ 



cos/" 



l+/« + f 



ri,?- nach Tafel iX durch h„ 

8inH^=^ — 4 

cos i [r+9) tg 2 w" = sin i [F— Q)ca%\if (y)2 
sin I (/'+?) sec 2 w" = cos J {F— G) cos \ q> [y]"^ 
cos i t/"— y) tg 2 w" = sin 4 {F+ G) sin i 9) (y)« 
sin \ (f—g) sec 2 to" = cos | {F+ G) sin i qp (y)* 

Probe : 



E„, = G + ff 
E, =G-g 



(y)2= t^» »'„co g/" 

r„, = J? + /" 
r, =F-f 

Probe: 
tg^o, = tgi£,tg(45" + i9>) 
tglc,„= tgi4»tg(45°+iqp) 

a=p sec 2 9) 

log A = 3.5500066 
/f ain y> 

M, = E, — e" sin ^, 

3f,„= £,^— i9"sin^,„ 



/ //. 



///. 



IV. 
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Als Proben 



M,„-M, 



t^\E„ = tg \v„ tg (45 — ^ ifi) 
M„ = En — e" sinS,, 

log r, = a (i — Binq> cos E,) 
log r„= all — sing) cos E„) 
logr,„= a (i — sinq> cosE„,) 

Uie ßahnlage wird bestimmt durch : 
tgJ, = tgt sin [l, — Q) 



VI. 



tgu, = ^ 



_ tg(/,-Q) 



tgu. 



_ tg (/,,,- Q ) 



F77. 



C08 t *=* COS » 

TT = tt, 4- Q — r, = tt,^ + Q — v„, 

Ich werde zur Erläuterung dieser Formeln ein Beispiel hier einfugen und wähle 
hierzu die oben durchgeführte Hahnbestimmung der Elpis. Auf pag. (211) finden sich 
die zwei heliocentrischen Orte. Ich fand daraus nach /. 

2f = (PiY 9" 64 

2f = 3° 8'38"46 

2/"= 3° 8'3i"i8 

logm„= 7.2097190 

2w= — o*^io'i3"47 

log/,, = 6.8820081 

logÄ,,= 7.288 5032 

log ri„ = 0000 9344 

logsin^^y= 6.9302910 

ff = 3" 20' 40" 99 

Die Formeln //gaben mir: 

F = 236^22' 35" 98 
G = 2^2 23 4.18 
qp = 6 58 50.06 
logy2= 8.754 1131 



log 



}/im„co9f" _ 



nff 



8.754 1132 



nach ///fand sich 



V, = 233^14' i"i6 
E,— 239 2 23.19 



f>m= 239^31' 10" 80 

E,„= 245 43 45 17 
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Nach IV. logp = 0.427 0982 
log a = 0.433 5607 
log/i= 793" 7 169 

Nach V.' Af, = 245^0' 39" 56 M„, = 252«4'37"42 

Die Proben nach VI ergaben die folgenden befriedigenden Resultate : 

f^= 793" 7 166 
aus v„ wird M„ = 248^33' 50" 08 
aus fi wird M„ = 248 33 50.08 

aus VI frühere Rechnung 

log r, 0.459 8985 0.459 8985 
logr,, 0.4573555 0.4573554 
logn, 0.4547318 0.4547318 

Endlich liess VII finden : 

t= 8^37' 46" 24 Q = 170° 17' 50" 68 
w,= 8i°3i'2i"89 u„,= 87^48'3i"53 
n = 18^35' ii"4i 

Ich werde nun die Elemente zusammenstellen und mit Hilfe des Werthes von /w 
die mittlere Anomalie auf 1868 Juni 3.0 reduciren und finde so 

(59) Elpis 
Epoche = 1868 Juni 3.0 mittl. Berliner Zeit. 

mittl. Aeq. 1868.0 
Z= 267° i'56"8o 
M= 248 26 45.39 
n = 18 35 II. 41 
Q = 170 17 50.68 
t = 8 37 46.24 
y = 6 58 50.06 
loga= 0.433 5607 
h= 793" 7 167 

Ehe ich noch an die Ermittlung der Elemente schreite in einer nahe paraboli- 
schen Bahn^ will ich noch über Prüfungen, die man sich für die Richtigkeit der Rech- 
nung verschaffen kann, Einiges hinzufügen. Wiewol jetzt Alles hinlänglich geprüft 
erscheint, so ist doch als die durchgreifendste Prüfung der Gesammtrechnung die 
Rückrechnung der beobachteten Orte zu betrachten; man kann sogar hierbei die Um- 
wandlung in Länge und Breite der Prüfung unterziehen , und wenn die hier in Vor- 
schlag gebrachte Probe stimmt, so ist dies ein sicherer Beweis , dass kein Fehler sich 
in die Rechnung eingeschlichen hat; es erscheint Alles geprüft mit Ausnahme der Re- 
duktion der Beobachtungszeiten auf einen bestimmten Meridian und der Verwandlung 
dieser in Decimaltheile des Tages. 
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Man wird nach pag^ 1 7 zunächst aus den Elementen die Aequatorealkonstanteu 
berechnen (A, B, C, und a, J, c) , welche man ohnediess braucht, wenn man eine 
Ephemeride entwerfen will und mit diesen die heliocentrischen Coordinaten des Pla- 
neten berechnen; aus dem Berliner Jahrbuche intefpolire man die rechtwinkligen 
Sonneiicoordinaten für die wegen der Aberration verbesserten Zeiten, die auf das 
mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges reducirt erscheinen; dann sind die geo- 
centrischen Coordinaten des Planeten für die drei Orte gleichmässig 

q cos a cos d = a: + ^ 

q sin a cos d = y + 5^ 
QBm d = z + Z 

wenn mit a;, y, « die heliocentrischen Coordinaten des Planeten, mit X, y, Z die 
geocentrischen Sonnencoordinaten bezeichnet werden. An die so berechneten a und d 
ist vorerst die Parallaxe und dann die Reduktion auf das scheinbare Aequinoctium an- 
zubringen (mit Weglassung der Aberrationsglieder). Die so berechneten Orte müssen 
innerhalb der Unsicherheit der logarithmischen Rechnung den zu Grunde gelegten 
Beobachtungen genügen. Ich. erhalte nach (vergl. pag. 17) : 

— tg Q cos f = cotg A ^~r = ts N 



tg Q COS iV COS « ^ 




C08^8in(JV+*) _ 

tg cos A^ sin e ^ 




cos Q 

sm a = — : — 2 

sin -4 




„• 7 sin Q cosf 
''^ * = sin 2? 




sin. = «^^9«;r 

sin C 




,„. t_,- _8ini8inc8in(C- 


B) 


^ - «in a noR A 





aus den Elpiaelementen die folgenden Werthe : 

A = 260^24' i8"7i log sin a = 9.999 861 1 
B = i7o°47'3i"28 log sin b = 9 985 0580 
C = 164 59 40.43 log sin e = 9.413 4759 

Die heliocentrischen Coordinaten wurden bestimmt nach : 
X = r sin a sin {A H- ^) 
y = r sin h sin [B + w) 
2; = r sin c sin [C + «) 



und gefunden 






X 


y 


z 


I — 0.894 1684 


— 2.654 1829 


— 0.685 2185 


2 — 0.738 2942 


— 2.680 8358 


— 0.696 4158 


3 — 0.581 7966 


— 2.698 5919 


-0.705 2539 



Das Berliner Jahrbuch gibt mir für die Sonnencoordinaten mit Rücksicht auf 
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die im Anhange gegebenen Verbesserungen und auf die in den Zahlen enthaltenen 
Druckfehler 

X Y Z 

1 +0.5343090 +0.7886918 +0.3422175 

2 +0.2865701 +0.8930912 +0.3875227 

3 + 0.020 9869 +0.932 2498 + 0.404 5080 

a d 

1 259° 4'53"64 - io«i4' i"77 

2 255 49 9.92 — 9 30 35-33 

3 252 23 7.71 — 9 13 3.72 ^ 

Die Summen der Korrektionen für Parallaxe und die Reduktionen auf das wahre 
Aequinoctium finden sich oben (pag. 215) bei der Durchfuhrung des zweiten Falles 
(Elemente genähert bekannt) wie folgt : 



da 


dd 


I + ii"77 


+ 3"63 


2 -t- 11.97 


+ 2.94 


3 -f- 14-51 


+ 2.23 


ineten Orte 




a 


<^ 


259° 5' 5" 4' 


— io°i3'58"i4 


255 49 21.89 


- 9 30 32.39 


252 23 22.22 


— 9 13 1.49 



1 

2 

3 

womit die beobachteten im Sinne (Beob. — Rechg.) so stimmen: 

da dd 

1 — o"oi + o"o4 

2 + o"oi — O.Ol 

3 — 0"02 — O.Ol 

was eine über Erwarten gute Uebereinstimmung ist. 

Ich gehe nun daran zu zeigen , wie man die Elemente bestimmen kann , wenn 
die Hahn des.Kometen sich sehr einer Parabel annähert, gleichgiltig ob die Bahn 
hierbei elliptisch oder hyperbolisch ist. Den Parameter wird man sofort finden nach 



• _ A,,nr,,,8in2/^Y 



nun ist aber nach der Gleichung 



r = £- 



1 H- c cos V 
auch 

e cos tj, = ^ — I 
**/ 

öC08r,„= — — I 



Oppolzer, Bahnbestimmangeii. 



29 
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Setzt man : 

»,„ = v, + 2/" 
80 findet man unschwer 

e sint?, = ( -2- — I j cotg 2/" — (^ — i j cosec zf" 

e cost?, = ^^ — I J 

Diese Formeln , in der Form zur Bahnbestimmung verwendet , sind , wenn ich 
nicht irre, zuerst von Frischauf (Theorie der Bewegung der Himmelskörper) vor- 
geschlagen worden. Die Periheldistanz findet sich dann nach 

und die Perihelzeit aus v, nach irgend einem fiir nahe parabolische Bahnen geltenden 
Ausdrucke (pag. 55 u. ff.). Leitet man dieselbe auch aus v,„ ab, so wird durch die 
tiebereinstimmung beider Werthe eine gute Prüfung für die Richtigkeit der Rechnung 
erhalten. Die Ableitung der Bahnelemente aus den zwei heliocentrischen Orten stellt 
sich demnach wie folgt : 

sin 2/" = sin^^ (;,„ — /,) cos^, cosb,„ + sin^^ {b,„— b,] 



m, 



{2co8/'Vr,rj3 
tg(45" + ft>) = -|/^' 

*'"— cos/" 

K = 



im ersten Versuch wird ^ = o gesetzt , welche Annahme bei sehr exentrischen Bahnen 
der Wahrheit sehr nahe kommt. Dann nimmt man mit h„ aus Tafel IX den Werth fiir 
logjyiy und kann nachsehen ob die Rechnung wegen f einer Verbesserung bedarf, denn 
es ist X das Argument der Tafel X, welche f gibt; dieses findet sich aber aus 



m 
Vi 



Weiter wird : 

p = A/. ^ r„, sin 2/"Y 

e ßint?, = y-^- — 1 j cotg zf" — [ß-^ — i^ cosec 2/" 



II 



^ I -fc 

Die Zeit des Perihels findet sich nach den auf pag. 64 angegebenen Formeln. Es wird 
zu berechnen sein : 

1 — e 

' 1 4- Q£ / 

/// 



I +e 



_|/ 5(«+«) 

r 1 + 9« 



' • +9« 

v-_=Jl/ 



^'Vr 



4-96- 
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Einen sehr genäherten Wcrth von log C verschafil man sich aus der Tafel VII, 
wenn man setzt : 

A^=x tg 2 J t? , das genaue Argument ist A = y\,%'^\w 

Es berechnet sich dann xc^ welches als Argument für die Hark er 'sehe Tafel 
benutzt wird, aus (Ä mit dem Argument A aus Tafel VII) 



HC 



^\-"'-H^ 



IV 



T= T„. — M,„B,„% 



T= T. — M,B,x 

Die beiden Werthe von T müssen , soweit es die logarithmische Rechnung ge- 
stattet, übereinstimmen. 

Die Bahnlage findet sich nach : 

tg*, = tg»8in(/, — Q) j 

8in (/,„-/,) ^ ^' / I 

Das Zeichen von tg» ist dasselbe, welches -^ hat. 

tg»<± I 

tg«, = *s"'--.ö> tg«„, = y<i^!^L:;^ 

" ' cos« ^ " cos« 

Igt > ± I 

tg*, 



tg«, 



cos(/, — ö)sin« 



tgM„, = 



tg*,, 



VI 



-., } 

— v,„ ] 



VII 



cos {l,„ — Q ) sin t 

Der Quadrant von u bestimmt sich, dass einerseits dem Zeichen von tgw genügt wird 
und andererseits sin u und sin b gleich bezeichnet sind : 

n r=Uf + Ö — 

n = u„, 4- Q 

Für die Anwendung der vorstehenden Formeln wähle ich zwei heliocen tri sehe 
Orte des Kometen III 1862. Diese sind: 

/ b Igr 

1862 Juli 29.0 m. Greenwicher Zeit. 353® 50' 3i"8 + 53® 40' 5"8 0.022 095 
Sept. 12.0 » D » 317 4 3.7 — o 52 17.7 0.009483 

Das Aequinoctium, auf welches sich diese Angaben beziehen, ist das mittlere 1862.0. 

Ich habe die Rechnung sechsstellig gefuhrt; eine Korrektion für ^ einzuführen 
war nicht nöthig, da sich ^ so wenig von der Null unterschied, dass eine Aenderung 
der sechsstelligen Rechnung sich nicht herausstellt. Es wurde gefunden nach (/) : 

2f' = 62« 28' 3'4 

logw„ = 9.031 143 

2(«i == — o" 24' 57"6 

log/,, = 8.928 482 

Ä„ = o. 117 012 

logier; = 0.094 831 

29* 
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Nach//: 



Nach ///: 



Nach IV: 



logp = 0.276 002 

t?, = _ 340 16' 26" 7 v"' = + 28« 1 1' 36"7 

logc — ^ g.982 846 logy = 9.983 464 

logt = 8.2955 logd = 0.003 458 

logy = 8.302 403 logx = 9.982 900 

log C, = 0.000 326 log C„, = 0.000 216 

logjB, = 0.000 000 logB„, = 0.000 000 

w, = — 33° 59' 38"2 ta,„ = + 2f 57' 55"2 

JT, = + 24.9121 JT,„ = — 20.0877 

Die Perihelzeit ist nach v, = August 22.9121 
» t?,„= » 22.9123 
im Mittel r= » 22.9122 

Diese Uebereinstimmung ist für eine sechsstellige Rechnung völlig genügend. 
Nach V Q = 137° 26' 53"2 i = i if 34' 27"2 

D VI u,= iiS 29 o"o t/,„ = 180 57 3"4 

») F7/ TT = 290 12 i9"9 TT = 290 12 i9"9 

Die Elemente des Kometen sind daher zusammengestellt : 

(f III 1862 

T= August 22.91220 m. Zeit Greenwich 

TT == 290" 12' 19"9 \ 

_ • , // / mittl. Aeq. 

Q = 137 26 53"2 } ^ 

„ i 1862,0 

♦ = 113 34 27 2 ) 

logg = 9.983 464 

e = 0.961 272 

Man wird bemerken, dass die gesammten bisherigen Ableitungen und Zu- 
sammenstellungen ganz gleichmässig benutzt werden können, gleichgiltig welcher 
Gattung der Kegelschnitt ist, und man ist der lästigen sonst hervortrctenten Unter- 
scheidung zwischen Ellipse und Hyperbel überhoben ; ich habe nur einen Unterschied 
gemacht zwischen nahe kreisförmigen und nahe parabolischen Bahnen , da derselbe 
wegen der Verschiedenheit der geforderten Elemente (vgl. pag. 93) in der That ein 
durchgreifender ist. 

B. Zweite Methode, 

Bei den sehr zahlreichen Bearbeitungen, die das Problem der ersten Bahn- 
bestimmung erfahren hat, sollte man meinen, dass ein wesentlicher Fortschritt in der 
Lösung dieser Aufgabe nicht zu erwarten sei und es ist mehrfach die Ansicht geäussert 
worden, dass man die hierauf bezüglichen Untersuchungen als völlig abgeschlossen 
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betrachten darf. Ich habe vor einiger Zeit eine neue Lösung dieses Problems gefunden, 
welche um so mehr befriedigt, da dieselbe an Kürze und Konvergenz alle bisher be- 
kannten Methoden nicht unwesentlich übertrifft. Diese Behauptung wird wol manchem 
Leser etwas gewagt erscheinen, ich sende desshalb eine Bemerkung voraus, die von der 
Anwendbarkeit uud Kürze der vorliegenden Methode eine gute Vorstellung gibt. In 
dem dritten Beispiele der theoria motus, die Bahnbestimmung der Ceres, welches Bei- 
spiel Gauss nach seiner Methode vorgenommen hat, umfasst die Zwischenzeit 260 Tage 
und die Konvergenz ist so gering , dass nach der dritten Hypothese ein noch sehr wenig 
befriedigendes Resultat erlangt wird ; ein nicht ganz einfaches Interpolationsverfahren, 
welches Gauss nun anwendet, lässt ihn mit der vierten Hjrpothese nahe das Ziel er- 
reichen , wiewol zur völlig befriedigenden Uebereinstimmung eine fünfte nöthig wird. 
Würde man von dem Kunstgriffe der Interpolation keinen Gebrauch machen, so dürften 
kaum neun Hypothesen Ausreichend sein. Meine Methode gibt schon nach der zweiten 
Hypothese eine fast in allen Fällen ausreichende Näherung und die dritte Hjrpothese 
gibt schon eine so genaue Lösung der Aufgabe, als dieselbe bei der Anwendung sieben- 
stelliger Tafel erreicht werden kann. Es ist hierbei ganz wesentlich zu bemerken , dass 
nach meiner Methode die Vorbereitungsrechnungen viel kürzer sind und die Durch- 
fuhrung einer Hypothese etwa ebensoviel Zeit in Anspruch nimmt, als nach Gauss* 
Methode. (Zum Belege dieser Behauptungen habe ich unten die Berechnung des Ceres- 
beispiels in extenso aufgenommen.) Aus dem eben mitgetheilten Beispiele wird man 
leicht ableiten können, dass die Konvergenz meiner Methode so bedeutend ist, dass man 
selbst bei' Zwischenzeiten von 40 Tagen mit der ersten Hypothese ein fast völlig aus- 
reichendes Resultat erhält und wenn ich auch annehme , dass die so ausserordentliche 
Konvergenz in diesem Ceresbeispiele theilweise zufallig ist , so ist doch wesentlich die 
erhöhte Annäherung <ler angewandten Methode zuzuschreiben. 



§• 1. Aufstellung der Fundamentalgleichungen. 

Bezeichnet man auf die bekannte Weise die Verhältnisse der Dreiecksflächen 



durch 



[r, r„,] [r, r,„] 



SO wird die Bedingung der Ebene nach den Gleichungen (6) des §. 1 der parabolischen 
Bahnbestimmung (pag. 97) ausgedrückt sein durch die folgenden Gleichungen, in 
denen ich aber statt des willkührlichen Winkels H die Länge des zweiten Ortes [X,!] 
einführe. Es wird so : 



n {q, sin [X, - A„) cos ß, - R, sin {L, - X,) } -f- n" [q,„ sin {X„, - A„) cos ß„, - R,„ sin [L„, - A„) ) = 

= -- R„ sin [L„ — X„] 
n[q,co^[X,-X„)Qo^ß,-R,co^[L,-X,;\} -|- n"{q,„QX\^[X,„-X,) coHß„,-R,„cA)s{L„,-X„)} = 

= Q„ cos ß,r — Rn cos {L„ — X„) 
n Q, sin/9, + n"Q,„ sin/9,„ = q„ sin/9„ 



(0 
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2) 



(3) 



Multiplicirt man die zweite dieser Gleichungen mit sin/?,,, die dritte mit — cos^,, 
und addirt , so erhält man nebst der ersten Gleichung in (i) , die nur q, und q,„ enthält^ 
eine weitere Gleichung zwischen q, und q,„ , Es wird so nach einer einfachen Umstellung: 

TiQ, sin (A, — A„) cos ß, + n"q,„ sin [K, — A„) cos ß„, = 

= nJi, sin (L, — X„) — Ä„ sin (L„ — l„) + n"R„, sin (L„, — A„) 

w^, {cos (A,~ l„) cos /9, sin /?„- sin/9, cos /?„} + «"p,,, {cos (l„, - X„) cos ß„, sin /?„- sin /?,„ cos ß„) = 

== { n Ä, cos (L, — A„) — 22,, cos (L,, — A„) -}- n"R„, cos (i,,, — A,,)} sin ß„ 

Um abzukürzen führe ich einige Hilfswinkel ein^ deren geometrische Bedeutung 
leicht ersichtlich ist; ich setze nämlich: 

cos (Xf — X„) cos,^, sin/9,, — sin/9, cosß„=smJ, cos w, 

^ sin (X, — X„) cos/9, = sin J, sin «?, 

cos {X,„ — X„) cos ß,„ sin /9„ — sin ß„, cos /9„ = sin J„, cos «/?,„ 

sin (A,„ — A„) cos /?,„ = sin J„, sin «?,„ 

dann verwandeln sich die Gleichungen (2) in : 
n ß, sin J, sin «?, + «"ß„, sin J,„ sin ?«?,„ = 

= nR, sin (i, — X„) — R„ sin (L„ — A„) + ^'Rm sin (X,„ — A,,) 
«ß, sinzi, cos«?, 4- ^Qtft sinz^,,, cos«?,,, = 

= {«Ä, cos (L, — A„) — R„ cos (i„ — A„) + fi'R,„ cos (X,„ — A,,)} sin /?„ ^ 

Setzt man die Verhältnisse der Dreiecksflächen als bekannt voraus , so lässt sich 
aus diesen beiden Gleichungen q, und p,,, bestimmen. Ich werde dieselben aber zu 
diesem Zwecke weiteren Transformationen unterwerfen. Setzt man : 
sin/9,, sinw?,,, = g, sin G, sin/9„ sin«?, = y,„ sin G, 

— cos «?,,, = g, cos G, — cos «?, = y,„ cos G, 

G, — X„ = 2^, G,„ — Xf, = F,„ 



(4) 



sin .1, sin (w?, 



r^) == *' 



sin //,„ sin [w, — «?,„) 



37rT = ?" 



j, R, sin (Z, + F,) = Ä q,„ R„, sin {L,„ + /;„) = ^"' 

— q, R„ sin (L„ + F.) = E — q.„ R„ sin [L„ + F„,) = 5"' 

q, R,„ sin (A„ + F.) = O' q,„ R, sin [L. + F„) = C" 

so lassen sich die Gleichungen (4) in die folgenden umsetzen : 



(5) 



= A' + ^B' -\-'^C' ] 

n n I 



= A"' + ^,B" 



+ -^ C" 



i- 



(6) 



Die Bestimmung von q, und q,„ ist jetzt abhängig von der Kenntniss der Ver- 
hältnisse der Dreiecksflächen. Dieselben lassen sich auf die bekannte Weise durch 
Reihen ersetzen , die nach den steigenden Potenzen der Zwischenzeiten geordnet sind ; 
ich habe dieselben bei der Bestimmung einer parabolischen Bahn (pag. 1 1 0) entwickelt 
und setze hier die daselbst gefundenen Reihen nochmals an. Bezeichnet man nämlich : 

(T' —r)i: = r'" [T'" — T") k = t' 

(7"" ~T')k = T" logA: = 8.2355814 



(7) 
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so wurde an der bezeichneten Stelle gefunden 



I jr_ 4 i ^ 



T"2-t'2 



t'"2_ »'2 



x'2_|-^'/3 dr„ 



n" ~ t"' r * r 3 "^ * 



t'(,'t"— t'"2) dr^, J 

^^ , • • • • I 

.. ■■■• ! 

Lässt man in den eben aufgestellten Reihen die Glieder vierter Ordnung weg, 
so kann gesetzt werden in denselben 

r„ = |(r, + r„,) — | —pr— [r^, — r,) 

<K ^/f/ — _'*' 

dx t" 

und es finden sich dann die folgenden Reihen : 



= -i I — 



I 
n 

n T 

l_ T 

n" "~ T 
n T 



it 



rt 



I 



-7» \ I 



T^^2— r^2 ^ T^" r„, - r, ) 

^ (^^r J3 -4^1^ (-;rq:;rj4 -H y, j 
i"2_,"'2 i' 1"'"^ r,„ — r \ 



(r, 



(8) 



in welchen Reihen durch die verschiedenen y die Reste der Reihen, die vierter Ordnung 

Sect 



sind, ausgedrückt werden. Man kann bemerken, dass in dem Verhältnisse: 



A ' 



welches für das grosse Dreieck gilt, durch die von mir gewählte Form die Glieder 
dritter Ordnung völlig eliminirt sind. 
Setzt man zur Abkürzung : 



(9) 



JV'2- 


r'2) 




^o 


i(T"'2- 


-r'2) 


= 


^1 


I(t"^- 


■t'"-^) 


= 


hi 


T. - 


4 







SO werden sich die obigen Reihen umgestalten in : 

^ = 77 {i — f*o ^ — "o ^ + yo) 
- = 7,- {i — i«i ^ - »-, ay + y,} 
^ = 7i7> {i — ^2 a; + »-2 ay -f yj} 



n 



? M 



Die Grössen y sind vierter Ordnung und über ihren Werth lässt sich vor Ermitt- 
lung der genäherten Elemente nur so viel sagen , dass dieselben bei massigen helio- 
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centrischen Bewegungen sehr klein sind und in der ersten Hypothese der Null gleich 
gesetzt werden können. Die Berücksichtigung der Glieder dritter Ordnung wird bei 
Planetenbahnen von wenig erheblicher Wirkung sein und es wird sich bisweilen die 
auffallende Thatsache zeigen , dass die Glieder vierter Ordnung oft merklicher sind , als 
die der dritten Ordnung; der Grund liegt in der meist klei^nen Excentricität der 
Planetenbahnen. Bei Kometen wird die Mitnahme des Gliedes dritter Ordnung das 
Resultat sehr wesentlich verbessern ; ich werde es aber auch bei der Bestimmung einer 
Planetenbahn stets mitnehmen , da die Berücksichtigung desselben ohne grosse Mühe 
und Zeitaufwand vorgenommen werden kann. Würde man es vorziehen dieses Glied 
dritter Ordnung wegzulassen, so könnte man auch zweckmässig die Einführung der 
verbesserten Verhältnisse der Dreierksflächen auf die Form der Y Funktionen der vor- 
ausgehenden Abtheilung bringen. Die hier vorgeschlagene Methode wird selbst bei 
heliocentrischen Bewegungen von 90 ^^ noch ziemlich konvergirende Hypothesen bilden 
lassen. 

Die Werthe von x und y sind Funktionen der Distanzen q, und q,„ und es lässt 
sich auf die schon mehrfach angedeutete Weise die Verbindung dieser Werthe herstellen. 
Setzt man nämlich : 

cos tp„, = cos/?,,, cos (X,„ — i,„) 

sin !//,„ cos P„, = cos/?,,, sin [X,„ — i,„) 

sin tp,,, sin P„, = sin/?,,, 

/„, = Ä,„ cosxp,„ 
B,„ = B,n sin !/;„, 





COStfß, 


= C08/9, 


COS 


{^,- 


L,] 


siniff, 


cosP, 


= cos/?, 


sin 


(l- 


L.) 


sint/;. 


sin P, 


= 8in/S, 










f. 


= R, cos 


'/'- 








B, 


= JB, sin 


V. 






so ist 
















Q,-f, 




: tgö 


, 






Qm — fm 




: tffß 





(11) 



B„ 



^' = (^r — /) cosecö, 
r,,, = {q,„ — fff!) cosecö,,, 



(12) 



Substituirt man nun die Werthe aus (10) in die Gleichungen (6) ein und setzt 
um abzukürzen : 

A" + (b" ii) + (c" ;4) - :./)„. 



t(/^'?)/'« + (c -;;>, i ^=- ;//), 



- \{b' ?)''o+(<?' 7"')". \ = {TII). 

K^''^,)", +(c"" -;;,)., I = (///)„, 

so wird sich finden : 

q, ={I], + [II). X + (///), xy + {F J) yo + (C ;"') y, 

q... = (/),» + (//),» X + [III).„Ty + [B" ;",) yj + (c"' ^,'„) y^ 



(•3) 



(14; 
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welche Gleichungen in Verbindung mit (12) die strenge Ijösung des Problems ent- 
halten, sobald die wahren Werthe von y bekannt sind. Setzt man , wie man diess bei 
ersten Bahnbestimmungen zu thun genöthigt ist, die vier verschiedenen Werthe von 
y der Null gleich , so enthalten die eben angeführten Gleichungen die Lösung der Auf- 
gabe bis auf Grössen zweiter Ordnung inclusive, während sich die Gauss 'sehe Lösung 
auf die Grössen erster Ordnung beschränKt. 



§• 2. Auflösung der Fundamentalgleichangen. 

Die Gleichungen (12) und (14) müssen durch Versuche gelöst werden und es 
müssen diejenigen Werthe von :r und y gesucht werden, die in die Gleichungen (14) 
eingesetzt für ^, und g,„ solche Werthe geben , dass die darnach berechneten Radien- 
vektoren für den ersten und dritten Ort die Eingangs gewählten Grössen für x und y 
wieder finden lassen. Die Eruirung der Werthe für x und y macht sich sehr einfach, 
vnewol die Durchfuhrung der Versuche mehr Zeit in Anspruch nimmt ^ als bei dem 
Gaus 8 'sehen Verfahren; doch die^ anderweitigen Abkürzungen der Rechnung kom- 
pensiren gänzlich diesen grösseren Zeitaufwand; ausserdem wird man aber eine so 
wesentlich grössere Konvergenz der Hypothesen erreichen , dass selbst bei einer viel 
grösseren Komplikation in den Versuchen noch immer ein Vortheil in der vorliegenden 
Methode zu finden wäre. Vorerst witd man bemerken , dass die mit y multiplicirten 
Glieder , da dieselben konstant sind innerhalb einer Hypothese , mit dem konstanten 
Gliede (i) vereinigt werden können vor dpm Beginne der Versuche; in der ersten 
Hypothese wird man dieselben ganz unberücksichtigt lassen müssen und dieselben 
der Null gleich setzen. In der ersten Hypothese wird man bei den ersten Versuchen 
zweckmässig auch vorläufig y der Null gleich annehmen und die Gleichungen in der 
Form: 

^, = (/), + (//), X \ 

mindestens näherungsweise auflösen. Für x wird man, wenn es sich um die Bestim- 
mung einer Planetenbahn handelt, als Näher ungswerth 0.04 setzen dürfen; wendet 
man diese Rechnungsform bei der Ijestimmung einer Kometenbahn an , so wird man in 
der Regel einen Näherungswerth für x aus den genähert bekannten Radienvektoren ab- 
leiten können; denn man wird selten genug die eben aufgestellten Rechnungsvorschriften 
auf die erste Bahnbestimmung eines Kometen anwenden , indem wol immer zuerst die 
parabolische Hypothese in Anwendung gebracht wird. Bezeichne ich nun den an- 
genommenen Werth von x , mit dem ein Versuch durchgeführt wird mit x^ , den Werth 
jedoch den die Durchfuhrung des Versuches für x finden lässt mit X2 , so muss sein, wenn 
der wahre Werth von x in Anwendung gebracht wird und ich vorläufig von y absehe : 

Xy = X2 

Im Allgemeinen wird sich jedoch eine Difl^erenz herausstellen , die weggeschafft werden 
muss durch Aenderungen von x^. 

Oppolzer, BahnbeHtimmungen. ^ 30 
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(Jq, = (11), <fe, 
dQ,„ = (//),„ dz^ 
dr, = sin 0, dq, 
dr„, = sin d„, rf^,^ 



andererseits ist aber : 



X2 = 



12 



oder 

Es wird aber sein müssen , wenn man sofort anstatt der WcTthe für x ihre Logarithmen 
in Betracht zieht : 

dlog Xi — d\og Xi = log:2:2 "~ ^^^i 
oder nach dem Obigen 

rflog X2 = — , " ,4 { (//), sin 6, -h {1I),„ sin d„) 5 (/log r, 

woraus sich die Verbesserung von loga^^ bestimmt nach : 

Die Anwendung dieser ziemlich einfachen DiflFerentialformel wird in der Regel 
eine so rasche Annäherung an die Wahrheit gestatten , dass schon der zweite VersuclL 
das Ziel so nahe erreichen lässt , dass man darnach y mit hinreichender Sicherheit be- 
rechnen kann. Es ist nämlich 

^ r, + r,„ 

Mit den so gefundenen Werthen wird man die Korrectionen berechnen , die q, 
und q„, durch die Coefficienten, die mit dem Produkte xy multiplicirt erscheinen, er- 
fahren und wird diese Korrektion ebenfalls mit dem konstanten Gliede (/) vereinigen, 
so dass wieder die Form der Gleichungen (15) hergestellt erscheint. Es wird nun der 
genaue Werth von x ermittelt , der den aufgestellten Gleichungen völlig genügt ; sollte 
es nöthig erscheinen den Werth von y nochmals zu verbessern, so wird diess auf leichte 
Weise auf die eben angedeutete Weise geschehen können; übrigens sind die daraus 
entstehenden Aenderungen vierter Ordnung und könnten daher konsequenter Weise 
inuner übergangen werden. 

Ist die Auflösung für eine Hypothese gelungen , so wird sich , wenn nicht etwa 
die Rechnung mit dieser Hypothese abgeschlossen werden soll, die Aufgabe stellen, die 
Werthe von y zu ermitteln, um für die folgende Hypothese wesentlich genauere Werthe 
zur Grundlage zu haben, wovon im nächsten Paragraphe gehandelt werden soll. Ist die 
Zwischenzeit aber kleiner als 40 — 50 Tage und bezieht sich die Bahn auf einen kleinen 
Planeten , so wird man wol meistens mit der ersten Hypothese (y = o) ausreichen. 
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Man kann allgemeiner sagen, dass die erste Hypothese ausreichend ist, wenn die helio- 
centrische Bewegung des Himmelskörpers kleiner als (io° — 12°) ist. Mit Rücksicht 
auf dieses habe ich eine Zusammenstellung der Formeln nach der vorliegenden Me- 
thode im Anhange angenommen. 

Die Anwendung der eben aufgestellten Formeln wird unsicher , wenn einer der 
in der vorigen Abtheilung erwähnten Ausnahmefälle eintritt. Man wird demnach bei 
der Auswahl der Beobachtungen nach den daselbst angegebenen Principien (pag. 171) 
vorgehen. Liegen alle drei Beobachtungen in einem grössten Kreis so wird 

sin (w,„ — w,) =0 
und die eben aufgestellte Form unbrauchbar; es wäre aber ein Irrthum (vergl. pag. 164) 
behaupten zu wollen, dass dann eine Auflösung unmöglich wird, man wird nur die hier 
vorgeschlagene Auflösungsform verlassen müssen. Würde einmal dieser Fall ein- 
treten oder sehr nahe stattfinden, so würde man q, und q,„ berechnen nach 

3in4 ^' flin^^ ^'" 

und dann die Gleichungen (6) schreiben 

q, sin [w,„ — w) = ^' -f- —B' + — C" 
q„. sin [w, - w„:) = A"' + ^ß'" + ^. C" 

und jetzt die Werthe r, und r„, als unbekannte zur Berechnung der Verhältnisse der 
Dreiecksflächen benutzen. Die Distanzen berechnen sich dann nach 

CO8Ö, = ^ cosd,,, = ^ 

Q, = B,tgO,+f, Q„, = B„, ige,,, +/n 

Es wird aber w,„ — w, sehr klein sein können, ehe man gezwungen sein wird 
von dieser Abänderung Gebrauch zu machen. 



§. 3. Bestimmung der Werthe y. 

Um zur Kenntniss der Werthe von y zu gelangen , wird man ähnlich wie früher 

die Verhältnisse : ^.^^. \ zu ermitteln haben. Ich bezeichne wieder dieses Verhältniss 
Dreieck 

mit 7] und unterscheide für die verschiedenen Dreiecke dieses Verhältniss durch ent- 
sprechende Accente, Es wird sein: 

f]"' für das Dreieck zwischen dem i. und 2. Ort 



iy » » » » » 2. » 3. » 

Vorerst wird man die heliocen tri sehen Bogen zwischen dem ersten und dritten 
Orte zu ermitteln haben; es ist hierfür die Kenntniss der heliocentrischen Orte nöthig. 
Setzt man : 

B; = B, sin [K - L,) BJ" = B„, sin (l„, - L.„] \ 

B^ = — B, cos {X. — A) Rc' = — R,n cos {l,„ — L„,) J 



ao* 
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i8) 



und bezeichnet mit In^d b die heliocentrisehen Längen und Breiten, so wird sein: 
r, cos (/, — X, ) cos b, = q, cos ß, + R^ 
r, sin (/, — Xf ) cosA, = 2?/ 

r, sin/>, = q, siu/J, 
r,„ cos [l„, — Ä,„) co8Ä„, = q„, cosß„, + Ä/' 
r,,, sin [l,„ — i,„) cos b„, = Mg" 

r„, ainb,,, = q,„ sin/?,,, 
Nennt man den heliocentrischen Bogen zwischen dem 

1. und 3. Orte: 2/" 

1. D 2. D :2/'" 

2. » 3. » : 2/' 
so ist zunächst : 

sin 2/" = sin 2 ^ (/,„ — /,) cos i, cos A,„ + sin 2^ (J,„ — b,) (19) 

Nach der ersten und dritten Formel der Gleichung (10) wird sich n und n" leicht be- 
rechnen lassen. Es ist aber: 



[r, r,,,] 



r„ sin a / ^ 
r, sin 2/" 
r„ sin a/ ^^^ 
r,„ sin 2f" 



daraus findet sich leicht 



>.r 1 



r j 



(2o)a 



(20) J 



r„ sin 2y"" == r,„n" sin 2/" 
r„ cos 2/"' == r,w + r,„«" cos 2^ 
damit ist auch 2/" bestimmt, da nothwendig ist : 

2/" -^ 2f" = 2/' 

Man kann aber zur ControUe berechnen : 

r„ sin 2/' = r,n sin zf" 

r„ cos 2/'= r,„ri* -^ r,n cos 2/" 
Es wird nach beiden Formeln r„ identisch gefunden werden müssen uhd ausser- 
dem wird erfüllt sein müssen : 

2/' + 2/'" = 2/" 

Kleine von der Unsicherheit der logarithmischen Rechnung herrührende Differenzen 
werden gleichmässig snif /' nndf"' vertheilt werden können. 

Sind auf die angegebene Weise die heliocentrischen Bogen* und die Eadien- 
vektoren ermittelt, so werden ganz auf dieselbe Weise, wie diess bei der vorausgehenden 
Methode durchgeführt wurde (pag. 206, 207), die drei verschiedenen Werthe für t] 
ermittelt. Sind die heliocentrischen Bogen kleiner als 20°, so wird man Hansen 's 
Kettenbruch mit Vortheil anwenden , durch den man sofort den zur genauen Berech- 
nung nothwendigen Werth von [rj — i) kennen lernt. Will man die strengen Gauss'- 
schen Formeln anwenden, durch die man unmittelbar zur Kenntniss von tj gelangt, so 
wird man, um Alles scharf bestimmen zu können, anwenden : 
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Es ist aber weiter : 



I 

71 


= 


7 




n" 


___ 


t'" 


1' 


n 




t' 


n'" 


1 


= 


l" 




n 
J7' 


= 


t' 


1?"' 



r' \ 



I — 



in" - 1) - !■?' - 



^1 



-ir. = -rr {i 



= -^, I — 



t"' 



jTT. n 



W " - 1} - W - i) \ 

(q" - 1) - (q"' - 1) I 



(21) 



Mit Hilfe der zweiten Form wird sich y hinlänglich scharf ermitteln lassen , da 
die Werthe von (ij — i) sich nach der oben angedeuteten Weise sehr scharf ermitteln 
lassen. 

Vergleicht man diese Formeln mit (lo), so wird man daraus leicht ableiten : 

(1," - 1) - (V-i) 



« 
yi = iUi a: + yj ay — 



yi 



(i^x — v^xy — 



Y's = — f^^i — »'i«y 





v" 




W"- 


- 1) - (1' 


— «) 




,'" 




(V- 


I) - (V" 


-•) 




v 




("»'- 


I) - (,"' 


-«) 



(22) 



Sind auf diese Weise die Werthe von y ermittelt, so beginnt die Rechnung wieder 
mit der Aufsuchung der Werthe von x und y. Die Formeln (13) können aber unter 
Umständen eine kleine Abänderung erfahren und müssen nochmals gerechnet werden, 
wenn man die Aberration streng berücksichtigen will und dieselbe nicht vor Beginn 
der Rechnung mit Hilfe genäherter Distanzen wegschäflTen konnte ; es entstehen näm- 
lich ganz nach den auf pag. 206 angeführten Formeln Korrektionen der Beobachtungs- 
zeiten, die etwas die Werthe der Zwischenzeiten alteriren. 

Hat man die Beobachtungen völlig scharf für Aberration zu korrigiren , so wird 
Q„ ermittelt werden müssen. Mit voller Schärfe kann dicss nach der zweiten und dritten 
Gleichung in (i) geschehen, meist wird es ausreichend sein, die dritte Gleichung allein 
zu benutzen, man hat dann einfach : 



Binß, . „ Blaß,,, 



8in/9^ 



oder man berechnet q„ aus den geocentrischen polaren Coordinaten und r„ nach : 
Q„ = B„ cos (l„ — L„) cos/?,, ± Y{R„ cos {X,, — L„) cos/?,,}^ -f r„2 — i?,,2 

Die Entscheidung, welches Zeichen die Wurzel erhalt, wird selten zweifelhaft 
sein ; bei kleinen Planeten wird man immer das positive Zeichen zu wählen haben. 

Hat man sich der Wahrheit durch Bildung neuer Hypothesen hinreichend an- 
genähert oder hält man die erste Hypothese für ausreichend, so beginnt die Berechnung 
der Elemente aus den heliocentrischen Orten auf die bekannte Weise (vgl. pag. 221 
und pag. 225). 
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§. 4. Zusammenstellang der Formeln. 

Ich werde vorerst die Formeln so stellen , wie man dieselben anzuwenden hätte, 
wenn man eine völlige Genauigkeit erzielen wollte, ohne dass über die Elemente etwas 
Näheres bekannt ist. Ich setze demnach voraus , dass die Beobachtungen nach den im 
vorigen Abschnitt gegebenen Vorschriften (pag. 200 und ff.) streng für die Rechnung 
vorbereitet sind. Man wird dann zu berechnen haben : 

cosxff, = cos/9; cos {X, — L,) costpf,, = cos/9,„ cos (l,,, — L,,,) 

sinifff co»P, = C08/9, sin (l, — L,) 9m\p„, cosP,,, = cos/J,„ sin [X„. — L„) 

%\nxp„, sinP,,, == sin/?,,, 

/„ = R,„ cos \p„, \ I 

Bf„ =^ Rt„ sin \fj,„ 
ä;" = R„,sm[X,„—L„,) 
Rc' = — ^f* cos [K, — L„:\ 
Hieran schliesst sich die Berechnung der Hilftgrössen , die von den Zwischen- 
zeiten unabhängig sind. 

cos [Xf — A„) cos/9, sin/?,, — sin/9, co8/9„ = sin^/, cos«?, 
%\n(X, — i„) C08/9, = sin^/, sinw, 
cos [X,„ — X,!) C08/9,,, sin/9„ — sin/9,„ cos/9„ = sin^/,„ cost^,,, 
sin (A,„ — Xf!) cos/9,„ = sin^,,, sinw?,,, 



sini^, sinP, = sin/9, 

y) = R, cos ^, 
Bf = R, sini//, 
R; = R, sin {X, — Lf) 
Rc = — R, cos [X, — L,) 



sin/9„ sint<?,„ = ^, sin O, 
— costt?,,, = g, cosG, 

Q, — X„ = F, 
_9f ^ 



sin^, sin (rc,„ — «?,) ^' 

y, JS, sin(Z„+F,) = ^' 

— y,Ä„8m(A, + P,) = B 

q, R„, sin (L„, + F,] = C" 



sin/9„ sin «7, = g,„ sinG,,, 
— cos w, = ^,„ cos G„ 
G X — F 

9l" — g 

sin ^1„ sin (u>, — w,„) *'" 
g,„ Ä,„ sin (L,„ + i?„) = ^"' 



H 



— q,„ R„ sin {L„ + F.„) = B" 
q,„ B, sin [L, -h F„) = <7"' 

Die Berechnung der folgenden Hilfsgrössen wird noch ^nmal vorgenommen wer- 
den müssen, wenn man im Verlaufe der Rechnung die Aberration einführt. 



(7-" -T')k = j"' 
(7"" — T')k = t" 

A' + (b' J') + [C 5^) = (I), 

-j(fi'J')^ + (c"^)^,j = (iD, 



(2" 



• T") k = T' 
logA = 8.2355814 

— JTT- = »"o 

x' t"' = », 
t' t'"« 



^"' H- (5'" ^) + (c" -;-!) = (i)„, 

t(c""^)^-(fi"'-^,)/*,j = (II)„, 



III 
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Die nachträgliche Einführung der Aberration wird die wiederholte Berechnung 
der Formeln III fordern. Die zur Berechnung der Aberrationszeit nöthige Kenntniss 
der Distanzen fordert nur die Berechnung von q„ , da q, und q„, immer sofort bei der 
Auflösung der Gleichung hervortreten. Es wird sein : 






JT = — Q,S 

J T" = - e- * 



log i = 2.76056 
die Zeitkorrektionen werden in Einheiten 
der 5. Decimale des Tages erhalten 



IV 



In den vorausgehenden Formeln sind die gesammten Vorbereitungsrechnungen 
enthalten , und es kann nun an die Bildung der Hypothesen geschritten werden. Zu- 
nächst wird die Auflösung der höheren Gleichung vorgenommen werden müssen und 
X und y nach der auf pag. 233 angegebenen Weise gesucht werden. Man wird haben 
für die Bestimmung dieser Werthe : 

K' = (I), +(5' :J)y, + (6" :^)y. 
K- = (I)„, 4- (ß'" J,) y2 + (C"" -1) y. 



Q.—f, 
B, 

}ltt ■"" JftI 



K' + (11). ^ + (HI), xy 

K" + (II),. X + (III)., xy 



= tgd, 
= tgö„, 



r, = (q, — /,) rosec 6, 
r,u = [qnf—f,,,) cosec^,, 



Die Werthe von y müssen in der ersten Hypothese der Null gleich gesetzt wer- 
den. Die Gleichungen V bestimmen dadurch die Werthe von x und y, dass diese in 
die Ausdrücke für q, und q,„ eingesetzt mit Benutzung der Relation zwischen q und r, 
sich aus dem letzteren wieder finden lassen. Hierbei wird die folgende Gleichung gute 
Dienste leisten. 

log 3^2 — logJCl 



rflog Xx 



I + 



-^ |(Il),8ind, + (ll),.sin/9,.| I 



VI 



Die Ermittlung der heliocentrischen Orte ist die nächste Aufgabe. Man hat : 

r, cos(/, — A, ) cos6, = q, cos/J, + -ß/ 
r, sin (/, — kf ) cos J, = R^' 

r, sini, = ^, sin/J, 
r,„ cos (/,„ — X„,) cos Z»,. = ^„, cos ß,„ -f- Ä^'' 
r,„ sin [l,„ — i,„) cos h,„ = Ä/' 

r,. sin*., = ß„, sin/?,„ 

Die Ermittlung der heliocentrischen Bogen fordert die Kenntniss von n und n", 
und es wird zweckmässig sein gleich hier die Berechnung der Grössen vorzunehmen, 
die später zur Eruirung der differenten Werthe von y nöthig sind. 
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^1 a; 4- Vi zy 
fi^x — v^ixy 
^, a; — V, a;y 



» = -T, 



n = 



1 
i-/2 + y3 J 



VII 



VIII 



Die heliocentrischen Bogen werden gefunden durch : 

sin^y*" = 8in2 ^ (/,„ — /,) cos 4, cosA,,, 4- sin^ | [b,,, — b,) 
r„ sin 2/'" = r,,,«" sin 2/" 
r„ cos 2/"' = r,;j 4- ^w «" cos 2/" 
r„ sin zf = r,n sin 2/" 
r„ cos 2/' = r,„n" + r,» cos zf" 
zf + 2/'" = 2/" 

Die Berechnung der drei verschiedenen Werthe von t] geschieht nach den folgenden 
Formeln, wobei für die drei Fälle zu setzen ist: 

statt: ri 



m 



l = 



» T 

» / 

» r 
« r' 

(2 CO»/ l/rT'J^' 
cos/ 



•?' 


V" 


■>' 1 


t' 


x" 


r'" 


f 


f" 


/'" 


r„ 


r, 


n 


r.„ 


r„f 


r„ 1 



tg (45" + 61) 
h 



fv 



« + i + f 



IX 



I wird mit Hilfe der Tafel X , logi/* aus h nach Tafel IX gefiinden (vgl. pag. 193). 



7\ 



(,"_,) _(,'_ 



A- 



yi 



To- 



ra = r« — 







•J" 






(-»'"- 


- I 


) - 


-(.?'- 


1) 






,"' 




(■»"- 


J) 


1" 


(,"'- 


I) 








(«»'- 


I) 


— 


(<;"'- 


i) 



(X)a 



welche Werthe von y zur genaueren Ermittlung von ^, und ^„, dienen werden und un- 
mittelbar die Berechnung von K' und K"' gestatten. 

Es wird aber mit Recht bezweifelt werden können, ob die Fortsetzung der Kech- 
nung nach (X)^ die bequemste ist; vielmehr wird sich das folgende Verfahren em- 
pfehlen. Setzt man ähnlich, wie in der ersteren Methode: 
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I 

n 


t" 


{i-xY'"} 






n" _ 
n 




[i-xY") 






I 


rTTf 


{i-zY'} 






n 




{i-tY„) 




80 wird sein : 










•yfif 






y _ (•/'- 


1) - ('/' - 1) 

r,"x 


Y" 


— ,,"'x 




V — ''/'- 


0-(V"-il 


-»/f — 


V'x 



(X)j 



und man hat zur Bestimmung der Distanzen viel einfacher als früher 

f = (//)„, - j(^; B'") y + (i; c") y„ I . 

welche Gleichungen in Verbindung mit Gleichungen 

r, = [q, — /) cosecö, 

r,„ = [q,,» —fff,) cosecö,,, 
4 



(Xl)„ 



P;-^ = tgö. 






tgo„ 



(XI)i 



X = 



die Lösung des Problems enthält; die Rechnung wird dann mit (VI) fortgesetzt, even- 
tuell wiederholt. 

Hat man sich der Wahrheit hinreichend genähert, so bricht die Berechnung der 
letzten Hypothese mit der Formel VI ab; aus den zwei heliocentrischen Orten wird 
die Eruirung der Elemente vorgenommen , worüber das Nöthige bei der ersteren Me- 
thode ausführlich behandelt wurde (vgl. pag. 221 und pag. 226) ; ich unterlasse es dess- 
halb hier die dort angesetzten Formeln nochmals herzuschreiben. 

Als erläuterndes Beispiel für die strenge Anwendung dieser Formeln wähle ich 
das von Gauss ausführlich behandelte Ceresbeispiel , um genügende Vergleichspunkte 
für beide Methoden zu erhalten und um die Anwendung meines Verfahrens an einem 
extremen Beispiele zu zeigen. Ich entlehne für die Rechnung aus der Theoria motus 
die folgenden Angaben : 

ß L logÄ 

— o"" 59' 34"o6 162° 54 56"oo o.cx)3 15 14 
-f- 7 16 36.80 297 12 43.25 9.992 9861 
+ 7 38 49-39 61 58 50-71 0.0056974 



95" 32' i8"56 

99 49 5-87 

118 5 28.85 



m. Pariser Zeit 

1805 Sept. 5-51336 

» 139.42711 

)) 265.39813 

Ich finde nach /: 

/ = -t- 0.387 4081 

log^, = 9.968 3909 

logjR'^ = 9^968 3796 

logR'c = 9n588 2339 

Op polier, Bahabestimmnugen. 



f,n = +0.559 9304 

logB,„ = 9.926 5640 
logi2'% = 9.924 8359 
logJB'"^ == 9„752 0136 



31 
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nach //. 

log sin Jf = 9.208 7683 log sin J,„ = 9.492 7890 

W, = — 27°28'35"62 tO,„ = 92°2l'25"25 

Gf= 71 59 52-54 ö„, = 183 46 7.38 

j;= —2749 13.33 jRr.= 83571.51 

log ff, = 9-124 0861 k)g ff,„ = 9.948 9615 

log y, = 9.977 0613 log q„, = 0^517 9160 

log A' = 9.828 9750 log Ä" = 0^271 9475 

log^ Ä= 9.970 0229 log jy" Ä= 0.068 4252 

log C = 9.732 1173 log CT' = 0.484 6609 

Aus den Zwischenzeiten finden sich die Grössen nach III, die keiner spätem 
Korrectiou bedürfen, da die Aberrationszeiten bereits berücksichtigt sind : 
log fio =*= 0.707 2919 log if^ «= 0.383 748 

log fii =*= 9-308 7931 log Vi c±= 0.698 259 

log fi2 = 0.689 5864 log V2 = 0.410 303 

(/),= +3-1736263 (IU= +3-2728839 

log (11), = 0^996 9638 log (Il),„ =* I,|022 5037 

log (IH), = 0^876 368 log (III),„ = 1.304 869 

Hiermit sind die Vorbereitungsrechnungen beendet und ich gehe an die Bildung 
der ersten Hypothese^ in der y=:o gesetzt wird; ich führe diese Hypothese nur sechs- 
stellig durch. 

1. Hypothese. Die Versuche nach V Hessen mich bestimmen : 
log xy =i= 6^8498 log Q„, = 0.47 1 842 

log X ^ 8.447 099 log r, = 0.428 134 

log Q, == 0.462 539 logr,^= 0,406 169 

Vergleicht man diese Werthe mit denen der theoria motus, so sieht man, dass 
ich schon jetzt der Wahrheit näher bin, als Gauss nach Abschluss der dritten Hypo- 
these, indessen halte ich die so ausserordentlich auffallend starke Konvergenz in diesem 
Beispiele theilweise für zufällig. 

Nach VI, VII und VIII fand ich 

log r, = 0.428 134 log r„f = 0.406 169 

i.= 75° 14' 5"8 4= i37°36'42"4 

J, = - 1O4' 28"7 *,. «= +8°54' i7"4 

log n = 9.751 485 log n" = 9.776 944 

/'= 31^27' 53"6 

log r" = 0.413 330 log r" = 0.413 330 

2/"= 3i«36'2i"3 2/'= 3i°i9'25"7 

2/"' und 2f wurden um o"i vergrössert, um der Relation 

2/'=2/' + 2/" 

ZU genügen. 
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Nach IX erhielt ich : 



log rl" = 0.02I 292 


Tj" — I = 0.050 2485 


logiy" = 0.086 163 


17" I = 0.219 4470 


log iy' = 0.020 364 


rj — 1 = 0.048 0056 


und damit nach X 




yö= +0.0003877 


2*2 = +0.000 0588 


yj = +0.000 0320 


y» = —0.0000274 



2. Hypothese. 

JT — {I), = +0.000 7648 K"' -- [I)w= +0.000 0549 
log xy Ä 6^85197 log q,„ = 0.471 8661 

log X =3= 8.446 8344 log r, = 0.428 2797 

log ^, = 0.462 6822 log r,f, = 0.406 1966 

Würde man, wie es bequemer ist, die Formeln (X)^, (X/)^ und (X/)^ benutzt 
haben^ so hätte man erhalten : 

logz=^ 8.446 817 

log Q, = Q.462 679 log r, = 0.428 277 

log Q„, = 0.47 1 879 log r„, = 0.406 2 1 1 

Man sieht, dass durch diese Abkürzung der Konvergenz nicht allzusehr ge- 
schadet wird. 

log r, = 0.428 2797 log r„, 5=3 0.406 1966 

/,= 75"i4'3i"33 L= i37°36'37"92 

Ä, = -i« 4'28"73 i,. = +8«5Vi7"2i 

log« = 9.751 2407 logw" = ^.776 8777 
/'=3i0 27'38"84 

log r" = 0.413 2801 log r" = 0.413 2801 

2/"x= 3i036'i5"2i 2/'= 31^19' 2"47 

log fj'" = ao2i 2854 ij'"— 1 = +0.050 2324 

log ij" =; o.q86 1168 ij" — I = +0.219 3176 

log tf =5 0.020 3643 1^' — I = +0.048 0074 

yo = +0.000 3846 y2 = +0.000 0627 

yi = +0.000 0282 ^3 = —0.000 0237 

3. Hypothese (Schluss). 

Ä"— (/)r=a +0.0007567 K'" -^ (-?)w= +0.0000745 
log a?y oa 6,^851 89a log q,„ =0.471 86^8 

log X rstz 8.446 8301 log Tf = 0.428 2788 

log ^, = 0.462 6813 log r,„ = 0.406 2006 

31* 
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log r, = 0.428 2788 log r,„ = 0.406 2006 

l.= 75°J4'3i"i6 /,„-= I37°36'37"24 

*, = - i°4'28"73 b„ = -h8°54' I7"i8 

/'= 31° 2^38" 605 

welche Werthe zur Eruirung der Elemente verwendet werden können. Um aber das 
vorliegende Beispiel allseitig zu erschöpfen , habe ich , um die rasche Konvergenz an- 
schaulich vor die Augen treten zu lassen , aus jeder der drei Hypothesen die resulti- 
renden Elemente berechnet und gefunden 



Hypoth. 


1 


// 


III 


3f, 


297" 39' 19" 7 


297° 40' 49" 03 


297"4i'i7"46 


7t 


146 6.6 


146 I 43.92 


146 I 12.34 


Q 


80 58 25.6 


80 58 49.23 


80 58 49.05 


i 


10 37 29.7 


10 37 32.93 


10 37 32.96 


V 


4 36 31-4 


4 37 58-20 


4 37 57-54 


f* 


770" 282 


769" 6939 


769" 6850 


log« 


9-75» 4Ö5 


9.751 2407 


9.751 2417 


log n" 


9.776 944 


9.776 8777 


9.776 8749 



Welche überwiegende Vortheile die so eben vorgeschlagene Methode gegenüber 
dem ersteren Verfahren darbietet , braucht kaum mehr hervorgehoben zu werden; wie 
man sieht ^ gibt schon die zweite Hypothese ein völlig ausreichendes Resultat; doch 
halte ich , wie schon oben bemerkt wurde , diese ausserordentlich rasche Konvergenz 
in diesem Beispiele für theilweise zufallig. 

Es wird aber nicht immer nöthig sein von den oben aufgestellten strengen For- 
meln Gebrauch zu machen und besonders bei der ersten Hahnbestimmung eines Pla- 
neten, die für gewöhnlich nur zur Bildung einer Ephemeride unternommen und selten 
über 40 — 50 Tage hinausgeschoben wird, kann man wol die erste Hypothese als aus- 
reichend betrachten , in dieser Hinsicht kann man dann von dem im Anhange aufge- 
nommenen Schema Gebrauch machen. Bei der Vorbereitung der Beobachtungen für 
die Rechnung kann man entweder auf die oben mitgetheilte strenge Weise (pag. 200) 
verfahren, oder man wird, wie es dem vorliegenden Zwecke etwas anpassender ist, 
nur näherungsweise vorgehen; man wird hierbei etwa folgenden Weg einschlagen 
können. 

Man verwandelt die Ortszeiten der Beobachtungen in Zeiten des Normalmeridians 
(gewöhnlieh Berlin) und setzt dieselben in Decimaltheile des Tages um. Man nimmt 
nun aus dem Berliner Jahrbuch die auf den Jahresanfang bezogenen Längen der Sonne 
und die zugehörigen geocentrischen Entfernungen; die Sonnenbreite wird ganz fort- 
gelassen ; femer entlehnt man aus diesem Jahrbuche die Nutation und Fräccssion (seit 
dem Jahresanfänge) und die scheinbare Schiefe (diese Angaben finden sich in den 
neueren Jahrgängen des Berliner Jahrbuches auf pag. 100) ; mit letzterer setzt man die 
beobachteten Rectascensionen und Decliuationen in Längen und Breiten um. Von den 
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Längen subtrahirt man die bereits aus dem Jahrbuche entlehnte Präcession und Nuta- 
tion, die Breiten lässt man ungeändert. Den Einfluss der Fixstemaberration wird man 
übergehen dürfen , indem derselbe durch die Vernachlässigung der Planetenaberration 
in der Regel grossen Theils aufgehoben wird. 

Will man nicht den locus Actus einführen ^ so wird die Ausserachtlassung der 
Parallaxe ebenfalls gestattet sein , wiewol diese Vernachlässigung in der Regel die be- 
deutendste ist. 

Die Berechnung gestaltet sich nun ganz nach den im Anhange aufgenommenen 
Formeln, die ich hier nicht ansetze ; wol aber werde ich hier ein nach diesen Formeln 
berechnetes Beispiel vollständig aufnehmen, damit die Kürze und bequeme Anordnung 
der Rechnung deutlich hervortritt; die Formelbezeichnung bezieht sich auf die im 
Anhange gewählte Zählung derselben. 

Ich wähle als Beispiel drei Beobachtungen des Planeten d Helena«, die von 
ihrem Entdecker Watson in Ann Arbor wie folgt beobachtet Wurde : 

m. Zt. Ann Arbor. app. A.R. (loi) app. Decl. (loi) 
1868 Aug. 15 14^30^10* 358''24' o"7 —0^48' 22" 3 
Sept. 16 10 46 23 351 25 38 8 — o 22 53.8 

Octob. 12 820 346 12 41.2 — o 24 2.4 

Ich habe absichtlich die Zwischenzeiten beträchtlich grösser, als nach der be- 
stimmten Grenze «[50 Tage) und dieselben wesentlich ungleich genommen, wiewol 
mir das zu Gebote stehende Beobachtungsmaterial nahezu völlige Gleichheit zu er- 
langen erlaubt hätte, um zu zeigen, dass auch unter diesen ungünstigen Verhält- 
nissen die Methode ein sehr brauchbares Resultat gibt; die Zwischenzeiten noch un- 
gleicher annehmen zu wollen, ist aus anderen Gründen wenig empfehlenswerth, indem 
dann die Beobachtungsfehler allzu nachtheilig einwirken. Aus den früher erwähnten 
Gründen wird die Darstellung der mittleren Beobachtung weniger genügend sein , als 
diess hier gewöhnlich der Fall. sein dürfte; trotzdem ist die erreichte Genauigkeit völlig 
befriedigend und der Fehler kaum grösser als die vernachlässigten kleinen Korrektio- 
nen^ Für die oben angesetzten Beobachtungszeiten gibt mir das Berliner Jahrbuch die 
folgenden Reduktionselemente : 

scheinb. Schiefe Nutation Praecess. 

1. 23^2/15"! ~ 8"7 +3i"4 

2. i5"6 — lo.o +35.8 

3. 15-6 — 11.4 +39.3 

Die Verwandlung obiger Coordinaten in scheinbare Länge und Breite stellt sich 

nach / wie folgt : 

/ // /// 

tg d 8„i48 346 7^823 505 7^844 667 

sin a 8^445 888 9^173 366 9^377 196 

tg iV 9.702458 8.650139 8.467471 

N 26°44'58"5 2^33' 0^4 i"4o'5o"2 

iV— fi 31743.4 —205345.2 —214625.4 
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i 


U 


m 


C08(iV— «) 


9.999 281 


9.970 454 


9.967 855 


sec N 


0.049 157 


0.000 433 


0.000 187 


tga 


8^446 058 


9i.»78 245 


9.389 895 


tgA 


8.494 496 


9.149 »32 


9n357 937 


l 


358°i2'4i''6 


35i°58'32"8 


347V2i"a 


(Nut.+Praec.) 


— 22.7 


-25-8 


-27.9 


sin A 


8„494 285 


9,144 860 


9«346 932 


tg(iV-«) 


8.760 363 


9,581 8i4 


9«6oi 451 


^ß 


7.254 548 


8.726 674 


8.948 383 


ß 


— o°6'iq"6 


+ 3°S'2"2 


+ 5°4'27"2 



Die obigen Zeitangaben wurden auf den Berliner Meridian reducirt ; die Zeit in 
Decimaltheile des Tages (Tafel II) verwandelt und anstatt des Monatstages überall der 
Jahrestag (Tafel /) angesetzt; aus dem Berliner Jahrbuch wurden die auf das mittlere 
Aequinoctium des Jahresanfangs reducirten Längen der Sonne und die Radienvectoren 
entnommen. Da die Sonnenbreiten und die Parallaxe ausser Acht gelassen wurden, so 
stellen sich demnach die Grundlagen für die weiteren Rechnungen wie folgt: 

1868 X ß L log-B 

228.87407 358°i2'i8"9 — o°6'io"6 145^40' i2''4 0.005256 

260.71867 351 58 7.0 +3 3 2.2 174 31 38.5 0.001923 

286.60451 347 853.9 +5427.2 1995958.6 9.998709 

Die Bahnbestimmung wird trotz der ziemlich grossen Zwischenzeiten wol etwas 
unsicher ausfkllen, da die Breiten sehr klein sind , demnach das Gewicht der Bahn- 
bestimmung (vergl. pag. 204) sehr klein wird; doch sind diese Umstände bei der Ge- 
nauigkeit der Planetenbeobachtungen von geringerem Belange. 

Ich beginne nun die Rechnung mit ( I) , indem ich die für den ersten und 
dritten Ort analogen Werthe neben einander stelle und die Kolumnen der Rechnung 
mit entsprechenden Accenten versehe. 

* ftf 

cos ß 9.999 999 9.998 295 

sin ß 7^254 5 . . 8.946 679 

[X-L] 2i4°32'6"5 147^8' 55"3 

sin [X — L] 9^753 515 9,734 369 

cos(X — L) 9^915810 9^924321 

sin \p cosP 9^753 514 9.732 664 

tgP 7.501 o,. 9,214 015 

cos P 9^999 998 9.994 259 

sinV^ 9.753516 9-738405 

cos 1// 9fi9J5 809 9«922 616 

l«g/ 9fi92i 065 9^921 325 
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1 


m 


/ 


—0.833 806 


— 0.834 306 


logB 


9-758 772 


9737 114 


logÄ, 


9n758 771 


9-733 078 


iogE, 


9.921 066 


9.923 030 



Jetzt schreibe ich an den untern Rand eines Zettelchens die Werthe log sin ß,, 
und log cos ß„ und beginne die Berechnung der Formeln //, die ich ebenfalls in zwei 
Columnen führe. Bei der Berechnung von g und G hat man wol auf den Wechsel 
der Accente zu achten und ebenso am Schlüsse der Rechnung. Es wird : 



X—K 


+ 6*'i4'ii"9 


-4°49'i3"i 




C08{A — A„) 


9.997 422 


9.998 461 




sin (A — 1„) 


9.035 970 


8n924 439 




logi.Theil 


8.723 480 


8.722 815 




log 2. Theil 


7«253 9 . • 


8.946 063 




Gauss Log. 


0.014 485 


0. 1 72 602 




sin^costo 


8.737 965 


8,550213 




sinto 


9.950 937 


9,964 083 




sin^ sinto 


9.035 969 


8„922 734 




w 


63°i6'29''8 


247°i'3"7 




ein J 


9.085 032 


8.958 651 




g sin 6 


8„690 142 


8.676 996 




cos G 


9.996 608 


9«997 588 




g cos G 


9.591 562 


9«652 932 




G 


-7°9'7"9 


i73°57'59"o 




F 


o°52'45"i 


i8i 59 52.0 




log^ 


9-594 954 


9-655 344 




sin {to„,-u>^ 


8„8i4 759 


8.814 759 




log Nerm. 


7«899 791 


7-773 410 




log? 


i„695 163 


1.881 934 




L.+F 


i44°32'57"5 


325°4o'4"4 




U + F 


175 24 23.6 


3563« 30.5 




L„-hF 


200 52 43.7 


21 59 50.6 




ainiLr-i-Fi 


9-763 430 


9«75i 270 




qlt, 


'»700419 


1.887 190 




sin [L„-\-Fi 


8.903 550 


8„782 549 




— qÜ,, 


1.697 086 


1,883 857 




8in(L,„+^ 


9»55i 928 


9-573 526 




qü,,. 


i„693 872 


1.880643 




hygA 


i»463 849 


1.454 169 




logB 


0.600 636 


0.666 406 




logC 


1.245 800 


i„638 460 
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Der erste Theil der Rechnungen nach ///muss in einer Kolumne geführt werden, 
der zweite wieder unter Berücksichtigung des analogen Verhaltens in zwei. Es wird : 



,T'-T 31 


[.84 460 


log 


t"' 


9.738 617 


T'-T 57-73044 


log 


x" 


9.996 986 


T" — T 2« 


>.88 584 


log 


t' 


9.648 643 


log(r'-2'j X. 


503 036 


log- 


r"'2 


9-477 234 


iog(r"-r) I. 


761 405 


log 


T^2 


9-993 972 


iog(r"-n .. 


413 062 


log 


t'2 


9.297 286 


logir'2 /" g.035 903 


log 


3/<o 


9.896 489 


log t' r"'2 9. 


125 877 


log . 


5/^1 


9.007 726 


log"» 9- 


038917 


log 


3^2 


9.836 411 


log V, 9. 


387 260 


log 


/'o 


9.419 368 


log V2 9- 


128 891 


log 


f^l 


8.530 605 






log 


1^1 


9.359 290 


logK':T') 


0.348 343 







nf 

258 369 


logftr"':^') 


0.089 974 




9.910 026 


log (0 


0.948 979 







924 775 


log (2) 


»•335 774 




'1 


,548 486 


A 


—29.09707 




+ 


28.45 567 


(I) 


+8.89158 




+ 


8.40 960 


(2) 


+21.66575 




— 


35-35 785 


(/) 


+1.46026 




+ 


1,50742 


/-/ 


+2.294066 




+ 


2.341726 


log(i)^t 


0.368 347 







284 065 


log (2) /t 


9.866 379 




0, 


,079 091 


Gauss Log. 


0.118 859 







210 525 


log (//) 


o„487 206 




0, 


,494 590 


log(i)v 


9.987 896 







053 666 


log (2) V 


0.723 034 




o„935 746 


Gauss Log. 


0.073 359 




0. 


061 078 


log (///) 


o„796 4.. 




0, 


,8747.. 



Die Vorbereitungsrechnungen sind beendet und es kann sofort an die Bildung 
der Versuche geschritten werden ; ich bin hierbei in folgender Weise verfahren. Im 
ersten Versuche wurde log a: = 8.60 2060 (a; = o.04) angenommen; die oben angesetzte 
Differentialformel liess nach Durchführung des ersten Versuches den Werth für den 
zweiten finden. Nach diesem zweiten Versuche, der nahehin schon genügend war, 
wurde y ermittelt und berechnet 

rf^, = (///), xy dQ„, = [III),„ xy 
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mit Rücksicht auf die daraus entstehenden Aenderungen in r, und 


T,„ und der gefun- 


denen Differenz zwischen log Xi und 


loga^j wurde der dritte Versuch gebildet; da die 


Aenderungen in y merkbar waren , so wurden neue 


Werthe fiir dq, 


und dq„f ermittelt 


und damit der letzte Versuch durchgeführt. Die eben erörterte Rechnung stellt sich 


wie folgt: 












/ 


n 


III 


IV 


logar, 


8.602 060 


8.640 640 


8.642 210 


8.642 182 


(II), X 


— 0.122 819 


— 0.134 229 


— 0.134 715 


— 0.134 706 


[IIUx 


— 0.124 925 


—0.136 531 


— 0.137 025 


— 0.137 016 


?'— / 


2. 171 147 


2.159837 


2.157 ^06 


2.157 131 


^in — fftt 


2.216 801 


2.205 195 


2.202 013 


2.202 041 


log(e.-/) 


0.336 709 


0.334421 


0.333 871 


0.333 876 


log(e,,,— /,,) 


0.345 727 


0.343 447 


0.342 820 


0.342 825 


tgö, 


0.577 937 


0.575 649 


0.575 099 


0.575 104 


tg e„, 


0.608 613 


0.606 333 


0.605 706 


0.605 711 


sin Bf 


9.985 340 


9.985 190 


9.985 154 


9-985 154 


sin e,„ 


9.987 215 


9.987 085 


9.987 048 


9.987 049 


logr, 


0.351 369 


0.349 231 


0.348 717 


0.348 722 


log r,„ 


0.358512 


0.356 362 


0.355 772 


0.355 776 


Add. log 


0.297 473 


0.297 479 


0.297 517 


0.297 517 


log{r,+r,,,) 


0.655 985 


0.653 839 


0.653 289 


0.653 293 


log (r,+r,,) 3 


1.967 955 


1.961 517 


1.959 867 


1.959879 


loga%i 


8.634 105 


8.640 543 


8.642 193 


8.642 181 


log 2^2 — log a:i 


+ 32 045 


-97 


— 17 


— I 


rf§, 


. . 


— 0.002 245 


— 0.002 229 


• . 


cf?w 


. . 


— 0.002 688 


— 0.002 670 


. . 



Es ist demnach für die weitere Rechnung anzunehmen : 

log §, = o. 1 2 1 666 log ^,„ = o. 1 36 002 

Die Durchführung der Rechnung nach V Hess mich finden : 





9 C08/9 




0. 121 665 


0.134 297 






Gauss Log. 




0.212 211 


0.208 118 






rcos J COS (/ — 


■^ 


0.333 876 


0.342 415 






cos 
sin 




9.985 154 


9.987 257 






r cos h sin (/— 


■i) 


9«758 771 


9-733 078 






r sin J 




7»376 2 . . 


9.082 681 






cos 6 




0.000 000 


9.999 382 






r cos h 




0.348 722 


0.355 158 






tg(/-Ä) 




9«424 895 


9-390 663 






[i-i) 




-I4°53'46"2 


+ i3°48'43"3 




Oppolaer, 


, Bahnbestimmiuigeii. 








32 
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/ . 343^i8'32"7 o^^ilf2 

tg* 7n027 5.. 8-727523 

* - o« 3' 39" 7 + 3" 3' 23" 6 

logr 0.348722 0.355776 

/,,-/, ^170 39' 4"5 ^(/,,-/,)= 8«49'32"25 

h,„^h,= 3 7 3.3 i(i..-^)= i°33'3i"65 

sin^ (/,;,-/,)= 8.371808 sin 2/^= 8.384651 

cos6,co8 6,„= 9.999^82 sin/" = 9.192325 

log i.Thl. = 8.371 190 r= 8°57'29"3 

8inH(6,,-i,)= 6.869 224 2/' = 17^54' 58^6 

\o%Add= 0.013 461 \r ^ 4''28'44"7 

Da die heliocentrische Bewegung nahe an 18^ ist, wahrend früher als Grenze 
1 2^ gesetxt wurde , so wird die Darstellung der mittleren Beobachtung nicht als sehr 
gut erwartet werden dürfen; die trotzdem sehr nahe Darstellung der mittleren Beob- 
achtung, wie diess später sich herausstellt, gibt einen Beweis für die rasche Convergenz 
der vorliegenden Methode. Die weitere Berechnung auf V Hess finden : 



log T, T,„ = 


0.704 498 


l0gÄ = 


8.126 092 


log r,„:r,= 


0.007 054 


log V Ä = 


8.213 242 


tg (45^ + 11))=: 


o.ooi 763,5 


Add. Tfl. =- 


-0.007 039 


CO = 


0« 6' 56" 3 


. . = 


8.206 203 


2ia=^ 


13 52.6 


Add. Tfl. =- 


-0.006 927 


tg 2 C£|2 = 


5.212 028 


. . = 


8.206 315 


8ini/2 = 


7.785 248 


Add. Tfl. =- 


-0.006 928 


log^cW = 


O.OOI 159 


Grenze = 


8.206 314 


log Zahl. = 


7.786407 


log(i?— i) = 


8.164 921 


cos/' = 


9.994 670 


logij = 


0.006 303 


lg/ = 


7-791 737 


log rf- = 


0.012 606 


\gAdd = 


0.003 214 


log m:Tf = 


8.037 519 


ig4+/ = 


9924 033 


log Subt. = 


0.118 563 


2 cos/' = 


0.295 700 


sin 1^2 = 


7.673 174 


Vrr„,= 


0.352 249 


sin ^ff = 


8.836 587 


\o%{Nenn) = 


0.647 949 


\ff = 


3^56' f5 


log(iV(pw;^)3 — 


1.943 847 


i/ = 


4 28 44.7 


log m„ = 


8.050 125 


ff = 


7 52 19.0 


nach VI: 








^{f + ff) 


8^ 24' 54" 2 


^if-ff) 


= o°32'35"2 


^in^if + ff) = 


9.165 372 


oos^lf + ff) 


= 9.995 299 


sec 2 a> = 


0.000 004 


ig 2(0 


= 7.606 014 


sin|(/ — ^) = 


7.976 759 


C08l(/-^) 


= 9.999980 


(y)2sin-|(— ) cos^y = 


7.601 313 


(y)»8in^ (+) sin^qp = 7.605 994 
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sin 

cos 







z 

9.999 838 


Ol 


sin ) 
cos 




= 


9.963 815 


cos^ (— ) cos 


ly 


= 


9.165 376 


(y)' 


*co8| (+) siu 


\9 


= 


7.976 763 


tg4(F-G) 




= 


8.435 937 




tgi(i^+G) 




= 


9.629 231 


(yj^sin^qp 




= 


8.012 948 




i(F+6) 




= 


23° 3' 55" 8 


cos \<p 




= 


9.998 927 




i{F-G) 




= 


I 33 46.7 


(y)^cos{q> 




= 


9.165 538 




F 




= 


24 37 42 5 


tgi9> 




= 


8.847 410 




G 




=: 


21 30 9.1 


i9 




== 


4«i'3i"7 




log (y)« 




= 


0.166 611 


9 




= 


8°3' 3"4 




Probe 




= 


0.166 610 


sin q) 




= 


9.146 294 












löge" 




^ 


4.460 719 













weiter wurde nach VII 

sin 2/" = 9.488 025 

ri„r,r„,= 0.710 801 

sin 2f'Ti„r,r,„ = o. 198 826 

log YP = 0.201 840 

\ogp = 0.403 680 



cosq>^ = 9.991 396 

loga =^ 0.412 284 

log ya = a2o6 142 



loga 



1 = 



0.618 426 



logiu= 2.931 581 



V i5"4o'i3 2 

E 13 37 50.1 
sin E 9.372 288 
löge" sin jB 3.833 007 
JE — 1«53'27"8 
M ii«44'22"3 
JM= 493i5''7 
logdM= 4.692 985 



nach VIII 

cos (/„, — /,) 
log2.Thl. 

lg Add 
log (Zähl] 
sin {l„, — /,) 



9-979 056 
7^0066 . . 
0.008 181 

8.735 704 
9.481 761 



tg t cos (/, — Q) = 9. 253 943 

cos ) 

sin t = 9.999 992 

tg«8in(/,— O) = 7„027 5.. 

tg {l — ß) = 7n773 6 . . 

[l,— Q) = — 0°20'24''7 

Q = 343°38'57"4 





33"35'n"8 




29 22 28.1 




9.690 653 




4-151372 




-t^b'io"x 




25°26'i8"o 


log^ = 


= 2.931 580 


h = 


= 854*240 


tgt 


= 9-253951 


« 


= io"io'25"o 


cos» 


= 9-993 "7 


(/.-ß) 


= i7°i8'39"8 


;(L-Q] 


= 9-493 705 


tgu, 


= 7n78o 5 - • 


^u„, 


= 9.500 588 


u, 


= - o°2o'44"3+o"i 


u„, 


= +i7°34'»4"5-o"i 


1t 


= 327° 38' o"o 



32^ 
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Durch die Formeln IX erhielt ich die folgende Darstellung der mittlem Beob- 
achtung im Sinne (Beob. — Rechg.) 

rfA = + 5"9 
dß = — o"y 
Die Darstellung kann als hinreichend betrachtet werden und ist von derselben 
Ordnung wie die vernachlässigte Parallaxe.. Bei der grdSsen heliocentrischen Bewegung 
(nahe i8*^, 7*" — T' nahe 58 Tage) muss diese gute Uebereinstimmung als neuer Be- 
weis der Brauchbarkeit der zweiten Methode angesehen werden. Ich nehme als Epoche 
August 15.0 und erhalte so die folgenden Elemente: 

(loi) Helena 

M = 11^31' 55"6 

^ = 327 38 o-o ] 
^ - Im. Aequinoct. 

Ö = 343 38 57-4 ^,„ 

1868.0 

t =z 10 10 25.0 I 

9> = 833-4 
gii = 854"240 

loga = 0.412 285 
Bevor ich mit der Methode der Bahnbestimmung ^us drei Orten abschliesse, will 
ich noch einen in der Praxis häufig vorkommenden Fall näher betrachten. Häufig 
genug sind genäherte Elemente bekannt; die Benutzung derselben zur Bildung der 
ersten Hypothese wird schon gewöhnlich so gute Resultate geben , dass man mit Rück- 
sicht auf die starke Convergenz der vorliegenden Methode , meist wird mit dieser die 
Rechnung abschliessen können. Das Verfahren hierfiir wird sich leicht aus dem 
Vorausgehenden ableiten lassen. Man wird die Berechnung der Formeln / und // 
(pag. 238) zunächst ausfuhren^ dann mit Hilfe der genähert bekannten Elemente nach 
(IX), (X)^, (X7)^und (X7)5 (pag. 240, 241) dieWerthe der Coefficienten von a: bestim- 
men; jetzt wird die Rechnung mit der Auflösung der Gleichungen (F) (pag. 239) begon- 
nen und auf die bekannte Weise fortgesetzt, eventuell mit verbesserten Werthen 
wiederholt. 

Sehr ähnlich wird man verfahren können , wenn es sieh bei der Bestimmung 
einer Kometenbahn zeigt, dass die Parabel den drei zu Grunde gelegten Beobachtungen 
nicht befriedigend genügt und man den die Beobachtungen darstellenden K^elschnitt 
finden will. Man kann bei der Bestimmung auf sehr difierente Weise vorgehen, der 
Weg, den die in diesem Bande vorgetragenen Methoden zu verfolgen gestatten , wird 
• sich etwa auf die folgende Weise gestalten. Man bestimmt zunächst mit Hilfe der 
besten parabolischen Elemente die Verhältnisse der Sektoren zu den Dreiecken nach : 
(pag. 102, 104) 

Sin 6 = 



sin 1^ y = sin \ 6 yi 
w / » cosy 
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und wird jetzt in der Lage sein, sehr nahe richtige Werthe für die Verhältnisse der 
Dreiecksflächen einzusetzen nach der oben angedeuteten Weise. 



Ich hatte während des Druckes dieses Werkes Gelegenheit die Genauigkeit und 
Kürze der eben angewendeten Methode neuerdings zu erproben an dem Planeten 
DÜecuba (to8) a, und ich setze, um die eben vorgetragene Methode zu empfehlen, die 
Hauptmomente der Rechnung hier an. Die zu Grunde gellten Beobachtungsdaten 
und die Sonnenorte waren: 

mittl. Berl. Zeit l ß L logE 

.1869 April 2.44541 182*^ 21' 2^2 — 1° 35' 32"3 13° 11' 3o"8 0.CX50190 

13.50525 180 23 58.8 — I 48 47.6 24 2 58.1 0.001573 

31.43145 178 23 2.6 — 2 4 46.9 41 30 5.7 0.003616 

aus diesen Daten erhielt ich, ohne mich allzusehr zu beeilen, nach einer Stunde die 
folgenden Werthe : 

log a: = 8.286946 ^^SQ' = 0.2905 II 

logy = 6.00 log§'"= 0.533318 

aus welchen Werthen auf die bekannte Weise die Elemente ermittelt wurden. Ich fand 
für dieselben : 

(108) Hecuba 

Epoche 1869, Mai 0.0 mittl. Berl. Zeit 
M= 50° 9'57"o 

7t --= 12g II 8.5 

ö =352 53 II. 7 
» = 4 38 32.2 
g> = 7 14 7.6 
^ = 621^730 
loga = 0.504270 

Die Darstellung der mittleren Beobachtung war : 

rfX = -o"6 
dß = d'o 

so dass der Fehler der Hypothese nicht merklich grösser war, als die unvermeidliche 
Unsicherheit einer sechsstelligen logarithmischen Rechnung. Bedenkt man, dass die 
Zwischenzeit nahe an 29 Tage ist, so kann man wol behaupten, dass durch diese Methode 
Alles erreicht ist, was nur gefordert werden kann. 






m. Aeq. 1869.0 



Digitized by 



Google 



'254 



2. Abtheilung. 



HahnbcTstimmung aus vier Beobachtungen. 

Bei der Bahnbestimmung aus drei Orten treten nicht selten Fälle (Ausnahme- 
fälle) ein , welche die Bahnbestimmung entweder unmöglich , oder nicht mit der wün- 
schenswerthen Genauigkeit durchzuführen gestatteh; im Allgemeinen wird eine ge- 
änderte Auswahl der Beobachtungen den Nachtheil mindestens theilweise heben; ist 
jedoch die Neigung der Bahn gegen die Ekliptik sehr klein , so dass die geocentrischen 
Breiteit stets sehr nahe Null sind, so wird niemals eine Bahnbestimmung aus drei Orten 
mit Sicherheit möglich sein^ es ist für diesen* Fall desshalb nothw endig, eine Methode 
zu besitzen , um auch hier das Ziel mit Sicherheit zu erlangen. Man wird zu diesem 
Ende vier Beobachtungen der Bahnbestimmung zu Grunde legen, da aber diese acht 
Bestimmungsstücke geben, während nur sechs Elemente zu bestimmen sind, so wird 
man zwei Bestimmungsstücke als nicht vorhanden betrachten müssen. Gauss hat in 
Rücksicht auf die Anwendung bei den kleinen Planeten zwei Breiten fortgelassen und 
um eine grössere Convergenz in den Hypothesen zu erzielen, die Breiten, welche zu 
den äusseren Beobachtungen gehören. Ich bin aber in der Lage, ein Verfidiren anzu- 
geben, welches selbst anwendbar ist, wenn die geocentrische Bewegung des Himmels- 
körpers ausschliesslich in der Breite stattfindet (Gauss Methode ist dann nicht 
brauchbar) und stelle die äusseren Beobachtungen vollständig dar, ohne dass der 
raschen Convergenz allzusehr geschadet und die nothwendige Rechnung allzu weit- 
läufig wird. 



§. 1. Aufstellung der Fundamentalgleichungen. 



; 



Da vier Beobachtungen acht Bestimmungsstücke enthalten, aber nur sechs Ele- 
mente als willkürliche Constanten vorhanden sind, so ist das Problem durch vier Beob- 
achtungen mehr als bestimmt; da fast nothwendig wegen den Beobachtungsfehlem und 
Störungen allen acht Coordinaten durch ein Elementensystem nicht genügt werden kann, 
so wird man zwei Bestimmungsstücke zweckentsprechend weglassen und sich begnügen, 
den übrigen sechs Coordinaten ein System anzuschli essen. Ich werde ähnlich wie bei 
dem Kometenproblerae verfahren ; es soll nämlich den beiden mittleren Beobachtungen 
dadurch Genüge geleistet werden, dass der Himmelskörper zu den Zeiten der zweiten 
und dritten Beobachtung in gewissen grössten Kreisen steht, die vorläufig ihrer Lage 
nach nur theilweise bestimmt erscheinen, indem an dieselben die Bedingimgen ge- 
knüpft sind, dass der eine durch die zweite , der andere durch die dritte Beobachtung 
hindurchgelegt erscheint ; die äusseren Beobachtungen sollen durch die Elemente völlig 
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Beob.-Zeit 


Beob. Länge 


I 


r 


r 


2 


qntt 


r 


3 


rp tf 


V 


4 


nrrtt 


r 



Sonnenlänge 


Entfg. d. © 


L' 


R 


L" 


R' 


V 


K' 


L'" 


K" 



genau dargestellt werden. Man kann hierbei bemerken , dass die Formeln auch dann 
das Ziel erreichen lassen, wenn eine beliebige Kombination der vollständigen und un- 
vollständigen Beobachtungen vorgelegt ist. 

Die der Rechnung zu Grunde zu legenden Daten, ganz so vorbereitet, wie diess 
in der vorausgehenden Abtheilung erläutert wurde, seien dargestellt durch das folgende 
Schema : 

Beob. Breite 

ß' 

ßo 

r 

Die Bedingung, dass der eine grösste Kreis durch die zweite Beobachtung hin- 
durchgeht, ist ausgedrückt durch : 

tg/sin(r — JI) =tg/?' 
für den durch die dritte Beobachtung hindurchgelegten grössten Kreis wird ähnlich sein 

tg/„sin(V-JT„)=tK/?„" 
Die nähere Bestimmung und Fixirung der Lage dieser beiden grössten Kreise 
verschiebe ich auf den §. 4. 

Bei der Bestimmung parabolischer Elemente (pag. 98, 99) wurde eine Relation 
zwischen^' und ^'" (den Distanzen) aufgestellt mitRücksicht auf die Coordinaten des ersten 
und dritten Ortes und auf den durch die mittlere Beobachtung hindurchgelegten grössten 
Kreis; betrachte ich einmal die zweite, das anderemal die dritte Beobachtung der vorlie- 
genden vier Beobachtungen als die mittlere, so werden sich zwei Relationen zwischen q' 
und §'" ergeben, die sofort die wahren Werthe für die Distanzen finden Hessen, wenn die 
in den Gleichungen auftretenden Verhältnisse der Dreiecksflächen vor der Auflösung des 
Problems genau bekannt wären ; da aber hinreichende Näherungen substituirt werden 
können, so werden die zwei Gleicungen sofort für q' und ^'" Näherungswerthe finden 
lassen. Setzt man • 



[r' r"'] 



= n 



[r'r"] 
fr 'VI 



== w„ 



[rV] [r'f'"] o 

^^'=sin/y cos/— 8in(i'— /Ij cmß' sin/; (^^ =8injör cos/q— sin [X —11^) cos/?' sin/^ 
(f'''==sin(r'-irjco8/y''8iii/-8in/?''cos/;(f/=sin(r'-ilj 



^~ Ä' sin [L' ^n)^Ä 

'^i?"8in(r-il) = ß 
5/i?"8in(i'"— JI) = (7 



r 



= D 



^^i2"'8m(L"'-JT„)=Co 

<fo"' ° 



(I) 
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so gestalten sich dann die beiden Relationen zwischen q' und q" (vgl. pag. 99) 
wie folgt: 



g"' = ^,A-l,B+C + ^,DQ' ) 



«"-n7^-^«^o+<?„+$i>o?') 



(2) 



§. 2. Aoflosung der Gleichongen. 

Die Auflösung der Gleichungen (2) setzt voraus, dass die VerhMltnisse der 
Dreiecksflächen auf Glieder von mindestens zweiter Ordnung inclusive in Bezug auf 
die Zwischenzeiten genau bekannt sein müssen. Auf pag. 110 finden sich die hier in 
Anwendung zu bringenden Ausdrücke. Setzt man mit Rücksicht auf die hier gewählte 
Bezeichnung (vgl. pag. 255) 

t' =i(r"- T") T„' =k{T'"— T^") 

ir'=k{T" -T') T„"' = k (r„"— r ) 

t" = k(T"' — T') 



(3) 



i(r'2-x"'2) = ^ 




\{-^o^-<"') = th° 


i(T"2_y"2) = ^, 




|(^'1_^^"'2)_^0 


t't"'=,., 




«' = -." 


' t't"'» 

^, =»-2 








4 


y_r„-r 


''-{r,. 


+•'•„,)» 


^ r,+r„ 



) (4) 



80 ist streng: (vergl. pag. 231) 

Vor Beginn der Rechnung sind die Werthe von y unbekannt, können aber, da 
dieselben vierter Ordnung sind, in der ersten Hypothese der Null gleich gesetzt wei'den. 

Es ist aber, wenn wie früher durch i; das Verhältniss : —r-^ bezeichnet wird (vgl. p. 237) 



I^ = — .il = 



T"' ( ' V i 



n" ~ t"' ■ 1," ~ t"' ( ' 






! 



?o _ V. V" _ V f , _ (V-i) -(■».'"- 1) j 
»o" V" nJ ~ C \ %' I 

_L _ il i^ — :^i,_ (V-o-Wo'"-!) ( 

»o" "~ V" ■ V "~ '"' l n" ) 



(5) 
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Sind genäherte Elemente bekannt, so findet sich unmittelbar 



y, = {^:.-v,:ry}-i^-'l^J'^ 



y2 = { fi2 a: — V2 ^ } — 






V 



y,o^{^o^_ ^^o^|_ (%-~i) -(%----!) 



%' 



y2 == { ^2 ^—^2 xy) -T, 



\ (6) 



welche Formeln man ähnlich wie bei der zweiten Methode der vorausgehenden Abthei- 
lung zur Berechnung von y benutzen wird bei der Bildung einer zweiten oder ferneren 
Hypothese. 

Substituirt man die Werthe aus (4) in (2), so finden sich, wenn man Alles 
gehörig ordnet und zur Abkürzung setzt : 



— yTTf Ä 



;J, D = (3) 



t" 

— - Tn Bo = (2)0 
•o 

(3)„ 



" D 



(7) 



(8) 



die Gleichungen: 

q"' = (i) + (2) + C-({i)tii + (2) th}^ + {{i) ", + (2) V2}xy + {i)yi + (2) y^+ ] 

+ (3) (i - /'i ar + y, ay + y,} ^' 

ß"' = (l)„+(2)„+C„-((l)„/.,°4-(2)o/«2>+{(l)o»'l"+(2)o''2l^4-(l),^."+(2)oy2"+ 

+ (3)o{i-i«t"*+''i"^+yi°}e' 

Um diese Gleichungen etwas einfacher zu gestalten , setze ich statt dieser die 
folgenden an : 

q" = a + bx -{-cxy + r+(3) {i— //, ar + ^i ^y + Y\}Q' 

Eine Vergleichung der Ausdrücke (8) und (9) wird sofort die Bedeutung der 
neu eingeführten Bezeichnungen erkennen lassen. Setzt man nun weiter 



(9) 



a — «0 


= 


(I}> 


i(a + ßo) 


=: 


(T).„ 


i-K 


= 


m> 


\{b + h) 


= 


[it]-. 


c—c„ 


= 


[iii). 


i(« + ^o) 


= 


[III),.. 


■'3)„- (3) 


= 


flV], 


H'3)„+(3)) 


= 


[in... 


fit (3)— ^i''(3)o 


= 


(V], 


-H/'|f3)+/'i"i3)o) 


= 


[V)„. 


"."■3)0- "1(3) 


= 


[VI], 


i{»'i"(3)„ + »'i(3)} 


=r 


(VI)„ 



Oppolzer, BahnbestimmungeQ. 
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{/u+i(r+r„)=jr"' 
(/n,»+l{(3)yi + (3)„yi-)=-?v'" 

SO findet sich ohne Schwierigkeit durch Subtraktion und Addition der Gleichungen (9} 

' _ K'-^{II),x+{III),xt/ I 

Q — N'+{VUx-^iVD,xy l (11) 

g- = K"^ + (II)„,x + [IIIh,xy+ q[N"' + ( V),„x+( VI),„ xy}\ 

Man könnte ^" aiif eine ähnliche Form bringen wie q' , indem man in etwas ab- 
geänderter Weise eliminirt; man wird hierbei öfters eine etwas grössere Convergenz 
in den Hypothesen erzielen, doch ist die Zunahme der letzteren so unbedeutend und so 
wenig mit Sicherheit zu erwarten, als dass dieselbe im Gleichgewicht mit der daraus 
entstehenden Mehrarbeit stände. 

Die Gleichungen (11) enthalten die Lösung des Problems , denn x und y lassen 
sich leicht als Funktionen von q' und q"' darstellen; die hierher gehörigen Formeln 
sind schon bei der Bahnbestimmung aus drei Orten benutzt worden. Es wird zu setzen 
sein (vgl. pag. 106) 



cos xff, = cos /? cos {i/ — L') 
sin ip, cos P, == cos ß' sin (A' — L') 
sin tp, sinP, = sin ß" 

f, = jB' cos tp, 
B, = R sin xp, 



cos xp„, = cos ß"' cos (r' — L"') 
sinip„, cosF,,, = cos ß"' sin (X'" ~ Z'") 
sin tp„, sin P,„ = sin /?" 

f„, = Ü" cos \p„, 

B„, = 7?" sin ip„, 



(12) 



i 



dann berechnet sich bekanntlich r' und r"' aus : 



r' = [q' — /,) cosec 6, 



r'"= (^'"_/„) cosec ö,. 



(U) 



Die Auflösung der Gleichungen (11) und (13) durch Versuche wird in der Praxis 
fast gar keinen Schwierigkeiten unterliegen. Die Werthe von x und y sind allerdings 
unbekannt, doch wird es wesentlich die Lösung erleichtern , wenn man von y vorerst 
absieht und zuerst einen Näherungswerth für x sucht ; ist ein solcher ermittelt, so wird 
derselbe, da jetzt r' und /" näherungsweise bekannt sind , sofort die Berechnung von y 
ermöglichen; mit dem gefundenen Werthe von xy berechnet man die Korrektionen, 
die aus den Gliedern der dritten Ordnimg entstehen und sucht neuerdings den jetzt 
genügenden Werth von x ; es kann eine nochmalige Verbesserung der Glieder dritter 
Ordnung merkbare Aenderungen hervorbringen ; doch sind dieselben offenbar vierter 
Ordnung und könnten konsequenter Weise fortgelassen werden; da es aber in der 
Regel befriedigender ist einer Gleichung völlig zu genügen, so wird es rathsam 
erscheinen, durch nochmalige Abänderung die völlige Uebereinstimmung herzu- 
stellen. 
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Wie man sieht ist jede Schwierigkeit gehoben, sobald x näherungsweise bekannt 
ist; eine solche Näherung wird man sich aber auf die folgende Weise verschaffen 
können. Wendet man diese Methode auf die l^estimmung einer Kometenbahn an, so 
wird wol durch die vorausgehenden Untersuchungen (parabolische Elemente) meistens 
ein Näherungswerth für / und r"' bekannt sein; bei den kleinen Planeten, wo diese 
Methode besonders zu empfehlen ist , wird man für x setzen dürfen im ersten Versuche 

X = 0.04 
da als plausibler Werth gelten kann 

r' = r'" = Y^^ 
Die Durchführung dieses ersten Versuches wird aber sofort ein Hilfsmittel an 
die Hand geben , sich im zweiten Versuche der Wahrheit schon sehr anzunähern. Es 
ist, wenn ich mit x^ den Werth von x bezeichne, mit dem der Versuch b^onnen wurde, 
mit x^ dagegen den Werth, der sich nach der Durchführung des Versuches aus r' und 
r"' fand, mit Weglassung der mit y multiplicirten Glieder, 

^ — {(jr), + (r),x}2 • ^^ — *^^» 

rf?'" = [ (//),, + ^ ( F),, + ( (/F),. + ( F)., x) 8\ dx, = tdx, 

Die Berechnung von s und t macht sich sehr schnell , da ein grosser Theil der 
Coefficienten im ersten Versuche schon berechnet ist. Weiter ist aber 

rfr' = sin Ö, d^ 
dr'" = smd,„d^"' 

d^2=-j^T:^(dr'+dn 
demnach 

rc2 rf log a^ = — (^, ^Vo* ^* ®*^ ^' "*" ^ ®^^ ^"'^ ^* dlogxx 
oder da sein muss, um eine auftretende Differenz zwischen x^ und x^ wegzuschaffen 

log X2 — log x^ = dlogXi — rflog ^ 
so wird die Verbesserung von log Xi gefunden nach (vgl. pag. 234) 
d\ogX,= log:r2-log:r> 

Der zweite Versuch wird in der Regel der Wahrheit schon so nahe kommen, 
dass man aus der Differenz der Radienvectoren y mit hinlänglicher Schärfe wird be- 
rechnen können; die aus der Multiplikation mit xy entstehenden Glieder wird man 
beziehungsweise mit (I), [IV), und (/),„ [IV),» verbinden und den jetzt genügenden 
Werth von x suchen ; sollten so beträchtliche Aenderungen eintreten, dass daraus merk- 
liche Korrektionen in den mit xy multiplicirten Gliedern entstehen sollten, so wird 
man zweckmässig nochmals die Rechnung wiederholen ; bei kleineren Zwischenzeiten 
wird selten diese zweite Korrection (vierter Ordnung) nöthig sein. 

33* 
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§• 3. Verbesserung der Yerhältnisse der Dreiecksflächen. 

Sind nun für q' und q"' die der Hypothese genügenden Werthe ermittelt, so be- 
reclinet man ganz so , wie diess bei der Methode der Bahnbestimmung aus drei Orten 
geschehen ist, für die äusseren Orte die heliocentrischen Koordinaten; es wird sich 
finden, wenn man vorerst setzt : 

ä;= ä' sin (;i' - X') ä;"= i?"sin(r— r") 

RJ = — Ä' cos(/' — r] BJ" = ~i?" cos (r - Z'") 
für die verlangte Transformation 

r' cos (F-l') cosb' = Q'cosß' + JRc' ^'"«os [r — T) cosb"' =q'" co^ß^' + R^" 
r'8in(r — Ji')cosb'=E; /" sin (r — r ') cos i'" = i^/" } (15) 

/ sin i' = q' sin /?' /" sin J"' = ^"' sin /T" 

Die Werthe von r' und r'" müssen identisch mit denjenigen Werthen gefunden 
werden, welche die Durchführung der Versuche gegeben hat. Den heliocentrischen 
Bogen {2/*^) zwischen den beiden Orten findet man mit Hilfe der Formel 

sin 2/' = 8in2i (^"—0 cos J' cosT + sin^^ (*'" — J') (16) 

Um nun die heliocentrischen Bögen zwischen den übrigen Orten zu finden , 
wird man die angenommenen Verhältnisse der Dreiecksflächen zu Hilfe nehmen. 
Dieselben berechnen sich, da jetzt x und y bekannt sind, leicht nach den Formeln (4), 

wodurch man zur Kenntniss der Werthe 4;> ,,9 "^> ^^^ ~y, gelangt, aus denen sofort 

sich die Werthe für n^ «", n^ und n^^' finden lassen. Die Werthe selbst gestatten 
einen sicheren Schluss ob eine Fortsetzung der Hypothesen nöthig ist; ist die Aende- 
rung dieser Werthe der Verhältnisse der Dreiecksflächen gegen diejenigen, welche die 
vorausgehende Hypothese gegeben hat , so gering, dass man mit Sicherheit erwarten 
darf, dass der Uebergang auf die nächste Hypothese keine merkliche Aenderung der 
letzten Decimale dieser Grössen nach sich ziehen wird , so kann man die Näherungen 
als abgeschlossen betrachten. 

Bezeichne ich nun mit : 

zf"' den heliocentrischen Bogen zwischen dem ersten und zweiten Orte 

2f » » 

2/0' » 
so wird sein 

n = i i ^^ =i- 



» 


» 


zweiten » 


vierten 


» 


» 


ersten » 


dritten 


» 


» 


dritten » 


vierten 



[r' r"'] r"' sin zf" 

[f^' 7"'] _ r" sin 2/ ' 

[r' r"'] ~ r' sin zf" 

jr' rj'] _rl^XLzfl' 

[r' r"'\ /"sin 2/" 

[r,y"*] ^ r^rjnzi: 

L?*' r"'] r' sin zf" 
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Aus der ersten und zweiten dieser Gleichungen leitet man ab 
r" sin 2/'" = r'" »" sin 2/' 
r" sin 2 (/' -/") =r'n sin 2/ 
r" sin 2 (/'"—/') =r"'«"sin2/" 
r sin 2j =r n sin 2/ 

Daraus wird man leicht finden : 

r" sin 2f" = r'" 71" sin zf" 

r' cos 2/" = r' w + r"' n' cos 2/' 

zur Kontrolle wird man auch berechnen können 

r" sin 2/' = r' w sin 2/' \ (17)2 

/' cos 2/ = r'" ;^" + r' n cos 2/' J 

Es wird ausserdem , dass man für r" identische Werthe finden muss , der Be- 
dingung genügt werden müssen 

/' +/" =/' 

Ganz ähnliche Formeln erhält man für den dritten Ort. Man wird leicht finden 

hierfür 

r,"sin2/,'"=/"<'sin2/' 

r^' cos 2/0'" = r' ;^, + ^'" < cos if 

r^" sin 2/0 = r' n^ sin 2/' 

r;'coß2/; =/"<' + r'^oC0S2/' 

Die Grössen rund /werden gestatten, nun die fünf verschiedenen Werthe von tj 
zu berechnen und ich verweise hierbei auf die in §. 6 des vorigen Abschnittes (pag. 195 ff.) 
vorgetragenen Methoden Aus den Werthen von rj und {r]—i) wird man nach den 
Formeln (6) die Werthe für y ableiten können und hiermit eine neue Hypothese be- 
ginnen. Ist man in der Annäherung so weit vorgeschritten, dass man die Hildung 
einer neuen Hypothese umgehen kann, so wird die Rechnung mit der Formel (16) ab- 
geschlossen und auf die bekannte Weise aus den zwei äusseren heliocentrischen Orten 
die Bahnelemente abgeleitet. 

Hat man die Beobachtungszeiten nicht vor Beginn der Rechnung für Aberration 
korrigiren können , so muss diess im Verlaufe der Rechnung geschehen. Es sind zu 
diesem Zwecke die Entfernungen zur Zeit der zweiten und dritten Beobachtung zu be- 
rechnen. Man wird hierbei zweckmässig auf die folgende Weise verfahren. Man be- 
rechnet zunächst aus den zwei äusseren heliocentrischen Orten den aufsteigenden Knoten 
und die Neigung der Bahn nach 

tgJ' = tgtsiu [P — Q) I 

und daraus die Argumente der Breiten nach 

tg u' = tg (/' — Q) seci I 

tgw"=tg(r— ^^1 sec?: j 
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Ist die Rechnung richtig durchgeführt, so wird sein : 

Man wird mit den Formeln (20) stets ausreichen , da man bei Planeten stets mit 
relativ kleinen Neigungen zu thun hat; bei Kometen wird dieser Theil der Rechnung 
wol niemals zur Anwendung kommen, da genäherte Distanzen in diesem Falle stets 
bekannt sein werden (parabolische Elemente) , wenn man eine Kometenbahn ohne 
irgend eine Voraussetzung über die Excentricität abzuleiten versucht. 

Sind u' und u"' bekannt , so finden sich die Argumente der Breite für die mitt- 
leren Beobachtungen nach : 

«' + 2f" = «" = U"' - 2/' I 

«' + 2/0'" = «o" = «'" - 2/0' ( ^"^ 

und daraus nach den bekannten Formeln zum Uebeigange vom heliocentrischen auf den 
geocentrischen Ort 

d" cos ß" cos (r — Q) = r" cos u" + R' cos (L" - Q) 
d" cos /?" sin (r — Q) = r" sin u" cos t + R' sin (L" — Q] 
q" sin /?" = r" sin w" sin i 
qJ cos/JJ' cos (V - Ö) = r^" cos<' + Ä^' cos (V - Q) 
Q^'cosß^' sin (V - Ö) = r^" sin<' cos t-f Ro" sin (V— Ö) 
^o" sin /?o ' = < sin u^' sin t 

Da man sich^ wie diess der nächstfolgende Paragraph zeigen wird , meistens bei 
Planetenbahnbestimmungen begnügen kann mit der Darstellung der Längen , so wird 
man für die praktische Anwendung die Formeln zweckmässig in die folgenden über- 
führen : 



g"cos/?' = r"{costt"cos(r — Q) +sintt"sin (k"— Q) co8t} + jR"cos (r— L") 

q" sin /J" = r" sin «" sin t 

eo'co8/yo"=ro"{co8<'cos (V— Ö) +8in <'sin (V- «) cost}+iJ^"cos (V — ^") 

^„"sin/?o"=rJ'sin<'sint 



(22) 



wobei man auch eine Einsicht erlangt in die zu erwartende Darstellung der unberück- 
sichtigt gebliebenen Breiten. 



§• 4. Veber die Wahl der grossten Kreise. 

Ganz dieselbe Bestimmung über die Lage des zu wählenden grossten Kreises» 
welcher in §. 7 der parabolischen Bahnbestimmung (pag. 115 ff.) angegeben ist, wird 
auch hier angewendet werden können; doch wird es meist vortheilhafter sein, die 
strengen Formeln zu benutzen. Es wird also gesetzt werden müssen , wenn man die 
dort entwickelten Formeln hierher überträgt : 
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sin 



sin/T' 



^ C08 /?' — Gos [ü' — X) cos ß' sin /?' 
8in(r— ;i')co8/?' 
'cos/T' — cos (r'— r) co8ß'"smß" 
'"'" X") cos/J"' 



sin (r'—r) cos /J"' 
sin/J' cos /?o" — cos (V- ^') cos/?' sin/^o" 

6in(V — >lVos/^ 
jin/J'"co8/9o"— cos(r'— V) co8/r"sin/?o" 
8in(r' — V) cos/J'" 



sin ^'" cos ui 
sin z^'" sin w' 
sin z^' cos w?'" 
sin J' sin «>"' 
sinz/o'"cosWo' 
= sin ^q'" sin tr„' 



sin 



und daraus die Werthe von t und t^ nach 



'O'COSV 

sinz/c 



= sin^c 



^o'sinV 



(23) 



tg2t = 



sin 2 tr^'^ — ^* sin 2 «7^ 
cos 2 «?'" H- ^2 cos 2 «7' 






sin .1^'" 
sin z/o' 



tg2to = 



sin 2 tt7„ 



cos 2 tTo"' -H ^o* cos 2 U?o' 



(24) 



Es sind diejenigen Werthe von i und 4 zu nehmen, welche die Ausdrücke be- 
ziehungsweise 

{i^2 8in2(tt,'+i)+sin2(to'"-i)} und [g^^fAn-^iw^ + i^) + %m^w^" ^i^) 

zum Maximum machen. 

Die zu diesem Zwecke nöthigen Rechnungen können mit vierstelligen Tafeln 
durchgeführt werden, da es nur auf eine beiläufige Bestimmung der Winkel i und i^ 
ankommt. Man bestimmt dann völlig scharf die Grössen Jy 11, Jq und JI^ nach 

sin(r-il)1g/=tg/r' 

cos (r — JT) tg/= cotgi eecff' 

sin(V'-iTo)tg/o=tg/9^" 

cos (V'— iZo) tg/o= co^«o sec/?o" 



(25)1 



mit welchen Werthen die Rechnung sofort begonnen werden kann ; ist aber die Be- 
wegung des Himmelskörpers ziemlich regelmässig, wie diess bei Kometen häufig genug 
der Fall ist, so wird man die Berechnung von .(23) und (24) ganz umgehen können, 
indem auf dieselbe Weise, wie es bei der parabolischen Bahnbestimmung gezeigt 
wurde (pag. 117), meist mit ausreichender Genauigkeit sofort gesetzt werden kann 



ii) = tg/?" 
ji) = - * * 



tg^sin (r- 

tg/COS (r- „; — ^„_^, 

tg/„8m(V'-iIJ = tg/?„" 



(25)2 



Die Anwendung dieser zweiten Rechnungsform wird in ziemlich weiten Gren- 
zen gestattet sein, da es doch nur auf eine ganz beiläufige Bestimmung der Winkel 
i und i^ ankommt. Bei den kleinen Planeten jedoch wird man von all diesen Hilfs- 
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mitteln keinen Gebrauch machen. Hei der Kleinheit der Neigungen, die fast aus- 
schliesslich hier in Betracht kommen, wird die geocentrische Bewegung in Länge 
meistens so überwiegend sein gegen die Aenderungen in Breite, dass man wird an- 
nehmen dürfen ohne der Genauigkeit wesentlich zu schaden 

Durch diese Annahmen über die Lage der grössten Kreise werden die Formeln (i) selir 
einfach und überhaupt wird die Rechnung so kurz, dass dieselbe unbedeutend zeit- 
raubender erscheint, als die Durchführung der Bahnbestimmung aus drei Orten. Ich 
möchte besonders die Anwendung dieser Methode dann empfehlen, wenn man an eine 
beobachtete Opposition eines kleinen Planeten Elemente anschliessen will, die den 
ganzen beobachteten Bogen genügend darstellen sollen; bildet man in diesem Falle 
vier Normalorte und schliesst diesen die Elemente an , so wird man meist das vorge- 
steckte Ziel ohne Umweg sofort erreichen. Ich habe desshalb im Anhange die Zusam- 
menstellung der Formeln zu diesem Zwecke aufgenommen und demnach auf die durch 
die Berücksichtigung der Aberration entstehenden Korrektionen nicht Rücksicht ge- 
nommen; man wird aber diese Formelsammlung auch bei ersten Bahnbestimmungen 
benützen können, indem man die Aberration entweder ganz fortlässt, oder wenn 
man Alles genau haben will, so wird man die Formeln (19) — [22) anwenden müssen, 
lieber eine Abänderung , die sich in der oben angeführten Formelsammlung des An- 
hanges befindet, wird später berichtet werden. 

Sollte es bei der Bestimmung einer Kometenbahn wünschenswerth sein, die 
durch die Formeln (25) bestimmten grössten Kreise anzuwenden, was immer geschehen 
muss, wenn die geocentrische Bewegung in Länge relativ zur Breitenbewegung gering 
ist, so wird ebenfalls nicht viel an dem folgenden Rechnungsschema abgeändert wer- 
den, man wird nur zu beachten haben, dass für (f^\ (f"% ^^q', (f^^'y -4, -B, C, 
A^^ B^y Cq die Formen nach (i) (pag. 255) in Rechnung gezogen werden müssen; im 
Uebrigen erscheint Nichts abgeändert. . 



%. 5. Zasammenstellnng der Formeln und Beispiele. 

Die Beobachtungen werden für die Rechnung ganz so vorbereitet, wie diess in 
dem vorausgehenden Abschnitte ausführlich erläutert wurde, und man wird auch 
hierbei zwei Fälle unterscheiden, je nachdem genäherte Elemente bereits bekannt 
sind oder nicht; ich verweise in dieser Beziehung auf das daselbst Vorgetragene 
(pag. 200 und pag. 212) und setze desshalb die Beobachtungen für die Rechnung 
allseitig vorbereitet voraus. Zuerst wird man diejenigen Grössen berechnen, die als 
Constanten im Verlaufe der Rechnung auftreten. 
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(f" =<= ain{3L"—k']cosß' 
(f"'= sin (r'— r) CQS/T" 
A = Sf äa (L' —l") : (f" 
B = S'8m[L"-k"):(f"' 
0= R"nn[L"' — X"):(f' 

coatp, :^ co8/J^ co8(i' — L^ 
sinift, cosP, = C08/J' sin {if — X') 
siu tp, sinP, = sin/J' 

f, — R COBlp, 

B, =i m sint/;, 
ä; = Ä'8in(A'-i') 






co^\p,„ = 
sin i^w cos P,„ = 
8ini;<^8inP,„ = 

Bfu = 

i?;" = 

i2c"' = 



sin (A„" ^ i') 008 /?' 
sin (il'" — V') C06/?'" 

üi,"8in(V-C):(fo 
i?>iu(Z,"'-p:cf„ 

er ' . J^ >« 
Oo -0 

C08/J"'C08(r'-r") 

eo6ß"'6in{l"'^L"') 

waß"' 

JB"' cos if>,„ 

m" sin \^,„ 

B;"Bm[X"'—L"') 

~Jif"co8{X"'-L'") 



An diese Formeln schliesse ich die Berechnung deijenigen Grössen an, die kon- 
stant bleiben, so lange die Zvrischenzeiten ungeändert bleiben ; hat man also vor Be- 
ginn der Rechnung die Zeiten für Aberration korrigiren können, so werden diese 
Grössen ebenfalls als frei von jeder Hypothese betrachtet werden dürfen ; sie werden 
jedenfalls im Verlaufe der Rechnung höchstens nur eine einmalige Abänderung er- 
fahren. Es wird zu berechnen sein 



r' = /fc (7"" - r') 

< = Ä(r"-r„") 
- »" = /t(r"— n 

(2) 



t" 



^,^=(3) 

ir'r"' = y, 
t't'"« 

a={i) + i2) + C 

b-b„ = (II), 

C-C^={III), 

(3)o-(3) = (/»^, 
^i(3)-M3)„=(f"j, 



r'" = k (T'- T') 

c=^-(7'o"-n 

log* = 8.2355814 



•0 


•0 


p!;-Do==(3)o 


U<'-<'')=Hi° 


iK» -<"»)=/*," 


^o'C=V 


'«'V"«_„o 


T" — *2 


«o=(»)o+Wo+^o 


*o=-{(>)o/'.°+(2)oA*2°} 


Co= (1)0 "1°+ (2)0 »-2° 


i(a-l-«o) = (^)«. 


i(i-h*o) -(//)„, 


i (C + C„) =: (///)„, 


i{(3)„+(3)}=(/n« 


- i{/'i (3)+ i>«,"(3U =(>)«' 


i{V(3)o+»'.(3)}=(J^/)« 



//. 



Oppolzer, Bahnbestimmangen. 
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Hiermit sind die vorbereitenden Berechnungen vollendet und es kann an die 
Bildung der Hypothesen geschritten werden und hierbei werden die weiter folgenden 
Gleichungen durch Versuche zu lösen sein. Man wird zunächst haben: 



r=(i)y, + (2)yj 
Ä'«(/), + (r-/;) 



ro=(i)„y,°+(2)oyj° 
iV"=(/F)„+i{(3)oyi°+(3)yt}) 



im. 



wobei in der ersten Hypothese y^ y^ yi° und y{^ der Null gleich gesetzt werden können, 
wfthrend in den folgenden genäherte Werthe bekannt sein werden; sind genäherte 
Elemente des Himmelskörpers schon bekannt, so wird man dieselben mit Vortheil zur 
Bestimmung von y benutzen, um sich rasch der Wahrheit anzunähern; femer ist: 



e = 



_ K*^-[lD,xJr[nT\,xy 



N'Jr[V),x^{VD,xy 



r' = [nl — /) cosec B, 



— g = tg d,„ 



r"'=(e"'— /„) cosec Ö„ 
r'" — 1> 



(r' + r'")* 



y = 



r' + t'" 



[iir]i 



Bei der Auflösung dieser Gleichung wird man anfänglich von der auf pag. 259 
entwickelten Differentialformel zweckmässig Gebrauch machen. Nachdem q' und q'" 
gefunden sind, ermittelt man die heliocentrischenOrte fiir die erste und vierte Beobach- 
timg und den zwischen denselben liegenden heliocentrischen Bogen (2/"}. Man hat 
hierfür 



r'cos(f— r)cosi'=e'cos/?' + i2^' r'"cos(r~r'j cos 6'"= g'" cos /?"+-«/' 
r' sin (f - A') cos6'= R,' r'"sin [r-^T] cos6'"= Ä/" 

r' sin J' = (/ sin/?' r'"sini"' = q'" sin/?"' 

sin2/'= sinH(r-0 cos6' cos J'" + sin H (*'" — *') 



IV. 



Hieran schliesst sich die Berechnung der Verhältnisse der Dreiecksflächen. Es 
wird sein 



^ = ^ (i— A*ia; + v, «y + yi} 
i> = J!r, {i— Aij^ + yiary + ys} 



V. 



In der ersten Hypothese wird überall für y die Null zu setzen sein. Zur Be- 
rechnung der beiden Radien Vektoren und der zugehörigen heliocentrischen Bögen 
wird man anwenden 
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»/'sin 2/" 

r" cos 2f" 

r„"8m2/„"' 

r„"co8 2/„"' 



r"'n" sin 2/" 

/« + /"«" cos 2/" 

r"'no"8m2/" 

»•'«o + r"'<'cos2/" 



(f^^. 



Als zweckmässige Kontrolle wird man anwenden 

r" sin 2f* = r'« sin 2/" 

r" cos 2/ = r'"n + r'n cos 2/' 

r^' sin 2/0' = r'»o sin 2/" 

ro" cos 2/0' = f"'n^' + r' n^ cos 2/' 

2f + 2r=2f^ + 2f^"=2f 



{VI)l 



Sind die Beobachtungszeiten nicht für Aberration korrigirt worden, so kann 
hier zweckmässig die Berechnung derselben eingeschaltet werden ; ist die heliocentrische 
Bewegung gross, so wird man, um diese Korrektion nur einmal rechnen zu müssen, 
dieselbe auf die zweite Hypothese aufsparen > da die erste Hypothese vielleicht ein zu 
ungenaues Resultat liefern würde. Bei den Zwischenzeiten jedoch, wie dieselben bei 
ersten Bahnbestimmimgen in der Regel vorkommen^ wird man stets mit Sicherheit 
diese Korrektion schon nach der ersten Hypothese einfuhren dürfen , wenn man nicht 
etwa vorzieht ganz hiervon abzusehen oder die Aberration nur näherungsweise mitzu- 
nehmen. Da die Formeln für die Berechnung dieser Korrektion nicht eigentlich in das 
Rechnungsschema gehören und ganz ausser Betracht kommen, wenn die Beobachtungs- 
zeiten für Aberration korrigirt wurden, so habe ich bei denselben die fortlaufende 
Numerirung der Formeln weggelassen. Man wird rechnen müssen in den bemerkten 

Fällen 

* 

tgJ'= tg«sin(r— Ö) 

tgh'"^X%h'co^(V'^-l') = tgicos(r — Q) 
sin (/'" - V) 

tg u' = tg (f — Q) sect 

tgt«'"=tg(r-Q) sect 

U--U' = 2/', u, 4-2/"=w", «,+ 2f^"=^u: 

^" cos /?' = /' {cos w" cos (r — Q) +sinw"sin (A"— a)co8t}+i?'co8 1)1'— U) 

^" sin/9" = r^' sin w" sin« 

eo''co8/?o''===r/{cos<^08(V-»)+8m<'sin(V-^)cost}+i2o^^ 

^o" sin/?/ = r^ sin <' sin % 

Die Verbesserungen der Beobachtungszeiten werden gefunden durch : 

log 8= 2.76056 

log 8 ist hierbei so angesetzt, dass die Korrektionen in Einheiten der fünften Decimale 
des mittleren Sonnentages erhalten werden. 

Um verbesserte Werthe zu erlangen, wird man die Werthe (1; — i) aufsuchen 
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müssen für die fiinf verschiedenen Kombinationen. Man wird in den folgenden For- 
meln zu setzen haben : 



statt: rj 


n' 


<• 


Vo 


Vo" 


V" 


„ t 


%' 


t'" 


< 


C 


t" 


» / 


f 


r 


fö 


fo" 


f 


., r 


r" 


f^ 


< 


r' 


r' 


„ r, 


r'" 1 


r" 


r'" 


< 


r'" 



m 



I« 



f^fVrr^ 



cos/ 



k 



-n 



4 + /-hl 
Tafel IX gibt mit dem Argument h den^Werth : log rj^ 

„ X „ „ „, „ ^ —/=ardenWerth:f 
Es sind nun die Werthe von y bestimmt durch : 



{fi'-i)-{r'-i) 



^ VIL 



Y\ == {a*i ar — Vj xy) 

n = {^ X — V2 xy) — -^ '-^^ 

y,"= [^,^x - v^^'xy} - (^o^-')"/V"-' ) 



W- 1) - czo' 



F//i. 



Die Berechnung der Hypothesen ist so lange fortzusetzen, bis keine merkbare 
Aenderung in den Werthen von n , n", n^ und n^ g^en die vorausgehende Hypothese 
stattfindet. Hat man sich der Wahrheit hinreichend genähert, so werden aus den 
äusseren heliocentrischen Orten auf die bekannte Weise (pag. 217 ff.) die Elemente abge- 
leitet. Die Rückrechnung der beobachteten Orte aus den Elementen wird als die 
schärfste Prüfung betrachtet werden können; die vier Längen müssen innerhalb der 
Unsicherheit der logarithmischen Rechnung dargestellt erscheinen und ebenso die 
äussersten Breiten ; die beiden mittleren Breiten werden je nach der Güte der Beob- 
achtungen grössere oder geringere Fehler zeigen. Benutzt man als Fundamentalebene 
zu dieser Rückrechnung den Aequator , so wird im Allgemeinen die Darstellung der 
zwei mittleren Beobachtungen in keiner Koordinate eine völlige sein können, da sich 
der Fehler in der Breite auf die Rectascension und Declination vertheilt. Ist die 
Rechnung richtig gefuhrt, so wird sein, wenn man setzt 

cos a sin t 

Sin t) = — 

' cos/? 

rfacos(J = — tg fjdd 

tj wird in der Regel im ersten oder vierten Quadranten zu nehmen sein , da cos tj das 
Zeichen des Ausdruckes 
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cos € COS d + siü 6 sin d sin a 
erh&It^ das bei den kleinen Planeten wol stets positiv sein wird. 

Schliesslich hebe ich noch hervor, dass bei den kleinen Planeten häufig die 
Glieder dritter Ordnung kleiner sind^ als die der vierten Ordnung und man demnach^ 
ohne die Convergenz allzu sehr zu vermindern, die mit zy multiplicirten Glieder fort- 
lassen kann 9 da aber die durch die Mitnahme dieser Glieder entstehende Mehrarbeit 
nicht sehr erheblich ist, so habe ich dieselben oben mitgenommen. Würde man aber 
die Glieder dritter Ordnung fortlassen, so wird sich die Rechnungsform nicht ganz 
unwesentlich abkürzen lassen. Man wird setzen (vigl. pag. 241) 

I t" * 

r^r = rTw {^ ^^o) 

Wo *o 

In der ersten Hypothese wird man haben : 
in den folgenden aber 



V — 


.(.»'- 


I) -(V- 


») 


V 


(»»"- 


fl'x 

■t)-(r,"'- 


I) 


y '= 


(•;.'- 


n"x 

-«J-K'"- 


-I| 


(V- 




■») 


'o ^^ 




,"« 





Die Wertiie von Y treten nun anstatt der Werthe ju in den Formeln auf, nur 
mit dem Unterschiede, dass dieselben von Hypothese zu Hypothese veränderlich sind. 
Die Werthe von v und y werden in allen Hypothesen der Null gleich. Wie man sieht, 
entsteht daraus eine nicht unwesentliche Abkürzung der Rechnung, doch ist dieselbe 
nicht sehr bedeutend und die Konvergenz der Hypothesen ist etwas vermindert; in 
Rücksicht aber auf die Verhältnisse^ wie dieselben durch die kleinen Planeten darge- 
boten werden, scheint mir das letztere Verfahren den Vorzug zu verdienen und ich 
habe dem entsprechend im Anhange die Formeln angenommen. 

Um die vorausgehenden Formeln in ihrem Verhältniss zu den Gauss'schen 
deutlich hervortreten zu lassen, werde ich das bekannte Vesta- Beispiel der theoria 
motus entlehnen und hier nach meinen Formeln vornehmen ; ich habe dieses Beispiel 
nach der zweiten Rechnungsform durchgeführt, nämlich mit Vernachlässigung der 
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Glieder dritter Ordnung , welcher Umstand bei Vesta die Konvergenz nicht wesentlich 
vermindert y da die Excentricität sehr klein ist. Die für Aberration nicht korrigirten 
Beobachtungen 9 an welche die Elemente anzuschliessen sind^ stehen nach theoria 
motus wie folgt : 



m. Zt. Paris 


X 




ß L . 


logÄ 


1807 89.50516 


i78''43'38"9 


+ 


i2°27' 6"2 9°2i'33"7 


9.999 799 


137-34450 


174 130.1 


(+ 


10 8 7.8) 55 56 0.6 


0.005 «38 


192.41950 


1874542.2 


(+ 


6 47 25.5) 108 35 20.3 


0.007 174 


251.28810 


21334 15.6 


+ 


4 20 21.6 165 9 i8-7 


0.003 062 


Ich finde nach /. 










log^ = 


9n6i9 457 




log^„= 8„8o7 478 




log 5 = 


0^148017 




log B^ = 0^361 753 




logC = 


9»388 43? 




log Co = 9n950 226 




logZ) = 


9„ 100 689 




log Do= 9-548012 




log 5,= 


9.448 470 




logÄ„= 9.877930 




/ = 


—0.959272 




/,„ =+0.666 500 




logÄ; = 


9.265792 




logi?,"'= 9.876952 




logÄ; = 


9.992 279 




logÄ;"= 9,825046 





Bis zur dritten Hypothese inclusive wurden die Zwischenzeiten nicht für Aber- 
ration korrigirt; die Rechnung wurde demnach bis zur vierten Hypothese zweckent- 
sprechend fünfstellig durchgeführt. Da ich , wie schon oben bemerkt wurde^ ein etwas 
abgeändertes Rechnimgsschema benutzte^ so setze ich die Form, die ich befolgt und 
die ich im Anhange adoptirt habe, hier an. Ich habe angenommen 

/= a^-a II== (3) -(3)0 

f"=iK+«) r^^=i{(3) + (3)o} 

j = (1) r'+ (2) r i„ = (i)oV+ (2)oV 
IV = (3)oV-(3)r' 

F7//=i{(3)oro"+(3)Y"} 

^"' = V- viix +{ VI— viiix) a' 



111= {b-b^ 

, I+IIIx 

* ""//+jr« 

Es wurde berechnet 



1. Hypothese. 



(i) = — 0.99166 

(2) = +4.75516 
C'=— 0.24459 

(3) = — 0.30033 
/= —0.83149 

r= +3.10316 

logF"= 0.02320 
logF = 0.37217 
b = + 10.15692 



(1)0=— 0.03672 

(2)0 = + 3-61585 

(70 = — 0.89171 

(3)0 =+0.20203 

(II} = — 0.50236 

r7=— 0.04915 

log F„"= 9,84688 

log ro' = 0.18667 
*„ = + 5-58338 
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(3) Y" = -0.31681 (3)oC = -0.14200 

log 111= 0.66025 log IV = 9.24256 

log(_ F/i) = 0^89598 logC- VUI) = 9.36060 

Die Versuche ergaben 

log« = 8.68324 
log^' = 0.09234 logr' = 0.34519 

log^"' = 0.42758 logr"'= 9.33187 

Es fanden sich die heliocentrischen Orte und Distanzen 

f = i83°32'25'' r= 234°i2'i8" 

i' =4-6^55' 7" r' = +5°24'44" 

log/ =0.34518 logr'" = 0.33 186 

2/" = 50«22'20" 

Für die Verhältnisse der Dreiecksflächen wurde ermittelt : 
log » = 9.87745 logno = 9.6o 887 

log»''= 9.52322 logno'' = 9.83 698 

und damit 

log r" = 0.34183 2/" = I4°32'37" 

log r" = 0.34183 2f = 35*^49'44" 

log <' = 0.33504 2//' = 3 i°4i'2o" 

log<' - 0.33505 2/,' = i8«4i' i" 

Für die Verhältnisse der Sektoren zu den Dreiecken fand sich : 
log 1;' =0.02761 log (17'— i) = 8.81717 

log rj'" = 0.00458 log(ij'"— 0=8.02543 

log i;o = 0.00745 log(ryo'—i) =8.23813 

log Vo" == 0.02191 log (i^o'"— = 8.71382 

log tj" = 0.05587 log(ij''— i)=9.i3764 

und darnach für die: 

2. Hypothese, log Y' = 0.02981 log Y^' = 9n84632 

log r = o. 36362 log Yq = o. 1 93 1 2 

b = + 9.9224 io = +5-6664 

(3) r =-0.32167 (3)0 V = -0.14182 

loglII= 0.62900 log/F'= 9.25491 

log (— vii) = 0^89 178 log (— riu) = 9. 36500 

log X = 8.664Ö0 
log q' = o. 10909 log r' = 0.35456 

log q'" = 0.43042 log /" = 0.335 18 

r = i83«26'i9" r = 234° 2'26" 

V = +f 2' 16" 6'" = + 5°24'22" 

logr'= 0.35455 logr'"= 0.33519 

2/' = 50°i8'28" 
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log n = 9.87469 log Ho = 9- 607 23 

log n" = 9.51979 log Ho" = 9-83598 

log r" . a34675 /'" ^ 14^21' zg" 

log /' = 0.34674 2/' = 35 57 o 

log <' = 0.33940 2/0'" = 3 1 29 22 

log C = 0.33939 2/0' = 18 49 2 

log rj' = 0.02692 logfY — i) = 8.80595 

log f]'" = 0.00436 log(i?'" — 1) = 8.00403 

'og Vo = 0.00726 log(%'— i) = 8.22703 

log 70'" = 0.02094 log(i?o"— 1)= 8.69377 

log t]'' = 0.05384 log(iy"—i)= 9.12053 

3. Hypothese: 

log r =* 0.0404s log YJ = 9^841 14 

log y = 0.36814 log y„' = o. 19904 

i =r= + 10.01 11 io = +5.7436 

(3) r = -0.32964 (3)0 V = -0.14014 

log 111= 0.63017 log IV = 9.27761 

log (- F//) = 0^89638 log(— r/z/)= 9.37086 
log:c = 8.66590 

log q' = — o. 10856 log / =^ 0.35426 

log n"' = 0.42960 log r'" = 0.33423 

r = i83°26'3i" r = 234° 5'i6" 

i' = +70 2' 2" J'" = 4-5°24'28" 

log r' = 0.35425 log r'" = 0.33423 

2/' = 50°2lV 

log n = 9-87478 log »o = 9-60774 

log n" = 9.52056 log <' = 9-83659 

log r" = 0.34649 2/" = i4°22'i i" 

log f^ = 0.34650 2/ = 35 58 50 

log <' = 0.33918 2/0'" =^ 31 30 8 

log r^" = 0.33917 2/0' = 18 50 54 

. log rj' = 0.02703 log(i?' — 1)= 8.80772 

log ij'" = 0.Q0437 log(iy'"— 1)= 8.00485 

log rJQ = 0.00726 log(JJo' — 1)= 8.22880 

log%'" = 0.02098 log(i?o'"— 0= 8.69453 

log ij" = 0.05406 log(ij" — 1)= 9. 12237 

Um nun die Zeiten für Aberration zu korrigiren^ wurden die Distanzen zur 
Zeit der zweiten und dritten Beobachtung berechnet und es fand sich nach den oben 
mitgetheilten Formeln (pag. 267) 
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ö = 103° 12' 30" w' = 80° 18' 30" 

t = 7811 f*'" = 130 39 32 

log?" = o* 1939 log Po" = 0.3287 
und es werden die korrigirten Beobachtuugszeiten 

r = 89.49776 To" = 192.40721 

T" = 137-33550 To'" = 251.27261 
und darnach 

(i) = — 0.991 632 (1)0 = — 0.036 718 

(2) = + 4.755 067 (2)0 = 4- 3.615 833 
[C) = — 0.244 586 [C)^ = - 0.891 714 

(3) = — 0.300319 (3)0 = + 0.202 030 
(/) = — 0.831 450 (//) = — 0.502 349 

(F) = + 3.103 124 . (r/) = — 0.049 144 

und damit die 

4. Hypothese log Y" = 0.040 390 log 1^" = 9^839 440 

log y = 0.367 940 log Yq = o. 199 410 

i = 4- 10.00 595 *o = 4- 5.74 829 

(3) Y" = - 0.329 589 (3) Y^' = - o. 139 591 
log (///) = 0.629 171 log {IV) = 9 278 750 

log (—VII) = 0^896 367 log (—VIII) = 9.370 309 
logic = 8.665 426 
logg' = 0.109 021 logr' = 0.354 516 

logg'" = 0.429 644 logr'" = 0.334 278 

/' = 183° 26' 2o"8 r = 234° 5' 6"2 

J' = + 7« 2' i4"i i"' = + 5^ 24' 28"o 

logr' = 0.354 516 logr'" = 0.334 278 

2/' = 50°2i'4"6 
log« = 9.874 742 logn^ = 9.607 660 

log«" = 9.520 488 log«o" = 9.836 585 

logr" = 0.346 646 2/"' = 14^ 21' 5o"4 

logr" = 0.346 647 2/' =35 59 13.9 

logC = 0.339 268 2/0"' = 31 29 55.3 

log^o' = 0.339 268 2/0' = 18 51 9.1 

logiy' = 0.027 015 , log(j/' — i)= 8.807 413 
logi;"' = 0.004 363 log(ij'" — i) = 8.004 208 
iogV = 0.007 289 log (r/o'— i) = 8.228 553 
log^o"' = 0.020 954 log (r/o'" — i) = 8.694 001 
logij" = 0.054 004 log(i?" — i) = 9. 121 924 

5. Hypothese log Y" = 0.040 633 log Y^" = 9^839 238 

log r' = 0.368 045 log Y;,' = o. 199 542 

Diese Werthe stimmen bereits so nahe mit denjenigen überein , welche die vierte 
Hypothese gegeben hat^ dass mdn daraus mit Sicherheit schliessen kann^ dass die Ver- 

Oppolxer, Bahnbestiinmttiigeii. ^ 35 
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hältnisse der Dreiecksflächen von nun an keine merkbare Aenderung erleiden, demnach 
ist mit dieser Hypothese die Rechnung abgeschlossen worden. Es fand sich : 
i == -f- lo.oo 8oi ijj sr= 4- 5.75 002 

(3) Y" = - 0.329 774 (3)^ r;' = - 0.139 526 

log (///) = 0.629 205 log (IV) = 9.279 320 

log (- VII] = 0^896 472 log (~ VIII) = 9.370 42 1 

loga; = 8.665 466 
logp' == 0.109 009 logr' = 0.354 509 

logg'" = 0.429 626 logr'" = 0.334 257 

r = 183« 26' 2i"i r = 234« 5' lo'o 

i' = + 7« 2' i3"8 6'" = + 5" 24' 28"i 

logr' = 0.354 509 logr'" =r 0.334 258 

2/" = 50°2l'8"2 

Aus diesen Werthen wurden auf die bekannte Weise die Elemente hergeleitet 
und gefunden : 

Epoche 1807 ; März 30.0 mittl. Pariser Zeit 
L = 192« 22' 48"3 
3f=302 25 12.2 
^ = 249 57 36.1 

Q = 103 10 56.7 
i= 78 20.8 

9>= 5 3 7-7 
loga = 0.372 911 
^ = 978"68oo 
Die Darstellung der unabhängigen Breiten wird im Sinne: (Beob.-Rechg.) 

dß" = - 3"7 
<//?„" = +.o''5 
während bei Gauss bedeutend grössere Fehler in den äusseren Breiten übrig bleiben , 
nämlich : 

dß' = + 22"^ 
dß"'=— i8"3 
Bedenkt man den Vortheil , den man erreicht durch die völlige Darstellung der 
äusseren Beobachtungen , so wird man dem hier vorgetragenen Verfahren den Vorzug 
einräumen müssen, wiewol eine Mehrarbeit durch die etwas geringere Konvergenz ent- 
steht; mit der vierten Hypothese habe ich noch nicht die Genauigkeit der Gauss'schen 
vierten Hypothese erreicht, mit der fiinften aber die letztere übertroffen ; dieser Unter- 
schied in der Konvergenz kommt aber praktisch nicht in Betracht, da ich nach meiner 
Methode bei ersten Bahnbestimmungen [kürzere Zwischenzeiten) je nach der geforder- 
ten Genauigkeit mit der ersten oder zweiten Hypothese fest ebenso ausreiche , wie nach 
dem Gauss'schen Verfahren; bei grossen Zwischenzeiten dagegen werden genäherte 
Elemente bekannt sein , die so nahe richtige Werthe geben werden , dass auch die Bil- 
dung von einer oder höchstens zwei Hypothesen genügen wird. 
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Ich werde nun ein zweites Beispiel vornehmen , welches dem praktischen Be- 
dürfnisse mehr entsprechend , auf kurze Zwischenzeiten basirt ist. Ich wähle hierzu 
vier Beobachtungen des Planeten (59) »Elpis«, als ersten und vierten Ort benutze ich 
dieselben Beobachtungen^ die mir als erster und dritter Ort in der Bahnbestimmung 
aus drei Orten (pag. 201) gedient haben. Die Beobachtungen sind: 

Ort Ortszeit A. R. (59) Decl. (59) 

1868 Mai 18 Josefstadt (Wien) • lo^ 33"» 9* 17^ 16*" 20*36 — 10° 13' 58"! 

» 28 Leiden 12 41 11 17 8 26.12 — 9 44 ii.o 

Juni 9 Paris 11 43 37 16 58 2.66 — 9 20 37.5 

» 19 Leiden 10 55 51 16 49 33.48 — 9 13 i»5 

Für die erste und vierte Beobachtung entnehme ich die reducirten Werthe dem . 
vorigen Abschnitt (pag. 203). Mit Beibehaltung der dort gewählten Bezeichnung finde 
ich für die beiden mittleren Orte : 

Ja Jd B L' logi? JL JlogR Jt 

2 — 31.07 —4.68 + o"i4 67°52'i5"5i o.<X)6o42i — 5"90 — 684 -j-oi 

3 —33-15 — 5-OI 4-0.24 79 19 2.51 0.0067084 + i"9i —650 +0.1 
und damit ergibt sich für di^ weitei:e Rechnung 

1868 Mai X ß L XogR 

1 18.431 471 258° 58' 3i"o5 + 12° 48' i8"o8 58° 8' 46"35 0.005 2250 

2 28.553 354 256 56 30.23 (+ 13 8 7.62) 67 52 9.61 0.005 9737 

3 40.519341 254 16 57.42 (4-13 16 8.59) 79 19 4.42 0.0066434 

4 50.480206 252 7 52.12 +13 9 2.79 88 49 47.25 0.007 0119 

Ich führe, um mit völliger Genauigkeit vorzugehen , die Rechnung siebenstellig 
durch; es genügt aber, wie ich schon mehrmals bemerkt habe, eine sechstellige Rech- 
nung völlig, und um die Kürze der Operationen und ihre zweckmässige Anordnung zu 
zeigen werde ich den ersten Theil meiner Rechnungen in extenso mittheilen ; von der 
Berechnung der Formeln IV an unterscheidet sich das Verfahren nicht wesentlich von 
dem früheren (3 Orte) , wesshalb ich von da an nur die Hauptmomente der Rechnung 
mittheile. Nach I (vgl. Anhang) erhielt ich, indem ich die Rechnung in zwei Kolumnen 
führte: 



[X-L) 


200° 49' 44"70 


163° 18' 4"87 




sin [X - L) 


9n550 939' 


9.458 3929 




coa{X — L) 


9„970 6468 


9„98i 2881 




sin if) sin P 


9-345 6363 


g.357 0088 




sin 
cos 


9«925 6103 


9.889 7926 




sin »// cos P 


9„540 0016 


9.4468514 




sini^ 


9.614 39«3 


9.557 0588 




CO8I/; 


9«959 7093 


9^969 7466 




log-B 


9.6196163 


9.564 0707 




log/ 


9n964 9343 


9n976 7585 
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Z/D 


ftf 


/ - 


- 0.922 4319 - 


- 0.947 8913 


logÄ, 


91.556 164I 


9.465 4048 


logÄc 


9.975 8718 


9.988 3000 


X'—X' - 


-2° 2' o"82 


— 4°48'38"ii 


r-x" - 


-4 41 33.63 


— 2 9 5-30 


%in{X" — X') 


«»5500434 


JB„9I2 8l22 


sin (r'-r) 


8„923 5650 


8n574 5"o 


<f 


8n539 1059 


8n90i 8747 


<f" 


8„9i2 0235 


8^562 9695 


L' — X" 


161° 12' l6"l2 


163° 51' 48"93 


U-X" 


170 55 39-38 


185 2 7.00 


L"'—r 


191 53 17.02 


194 32 49.83 


8in(r— r) 


9.508 1144 


9.443 9278 


8iii(z"— r) 


9.197 7830 


8„943 3416 


8in(Z"' — T) 


9„3i3 8678 


9»399 9799 


log©' 


9-513 3394 


9-449 1528 


logO" 


9.203 7567 


■ 8,949-9850 


log©'" 


9n32o 8797 


9„4o6 9918 


log^ 


o»6oi 3159 


o„886 1833 


log 5 


Ofl29i 7332 


0.3870155 


log<? 


0.408 8562 


0.844 0223 


G +2.563 635 +6.982 682 


logD 


9.627 0824 


0.338 9052 


Nun schliesst sich die Berechnung der von den Zwischenzeiten abhängigen 


Grrössen an, da aber diese sofort nach der ersten 


Hypothese durch Einführung der 


Aberration korrigirt wurden , so nehme ich die Berechnung dieser Verbesserungen mit 


in die erste Hypothese auf, die ich mit sechsstelligei] 


1 Tafeln durchführe. 


1. Hypothese. Es wird zunächst nach H : 





rpm rpn 


rr 
21.926 852 


n 
9.960 865 


rpri ^_ rpf 


10. 121 883 


22.087 870 


rprir ^__ mt 


32.048 735 




\og{T"' -T") 


1.340976 


0.998 297 


l<yg (T"-T') 


1.005 261 


1-344 154 


log (T"' — T') 


1.505 810 




logT' 


9576 557 


9-233 878 


logr'" 


9.240 842 


9-579 735 


log»" 


9-741 391 




log»'« 


9.153 114 


8.467 756 


logi:"'^ 


8.481 684 


9.159 470 


l0gzr"2 


9.482 782 
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log(») 


On937 03i 


o«540 326 


log (2) 


0.792 282 


0^548671 


log (3) 


9.962 797 


9.993 048 


(•) 


— 8.65030 


— 3 46997 


(2) 


+ 6. 19843 


— 3.53729 


a 


+ 0. II 176 


— 0.02458 


/ 


= — 0.13634 


//=: D.066 216 


V 


= + 0.04359 


F/= + 0.951 012 


lög3 Y" 


9.049 037 


9«o6o 727 


log3 5" 


9.437 146 


9.202 946 


log Y" 


8.571 916 


8,583 606 


logF' 


8.960 025 


8.725 825 


iog(i)r' 


9n5o8 947 


9-123 932 


iog(2)r" 


9-752 307 


9,274 496 


(!) Y" 


— 0.322 810 


+ 0.133025 


(2) y" 


+ 0.565 336 


— 0.188 147 


b 


+ 0.242 526 


0.055 122 


\og[i)Y" 


8.534 713 


8,576 654 


(3) Y" ■ 


+ 0.034 2542 


— 0.037 7272 


III 


= + 0.297 648 


F//= + 0.093 702 


IV 


= — 0.071 9814 


VIII = — o.ooi 7365 



log/// = 9.473 703 log (— VII] = 8^971 749 
log/r = 8^857 220 log(— VIV) = 7.239 675 
Die Versuche nach IV Hessen finden 

loga: = 8.332 825 



log^' = 0.282 721 
log^'" =0.270 713 
nach V erhielt ich 

/' = 251^41' 29"7 
i' =+ 8 30 52.4 
lg/ = 0.457 9»8 

2/" 

log« =9-835 670 
logn" == 9. 500 304 
logr" = 0.456 359 
logr" = 0.456 359 
logr^" = 0.454 456 
lög<' = 0.454 456 



logr' =0457 9»9 
logr" =0.452 831 

r = 258*^ 6'25"i 
Ä'" =-f. 8 36 10.6 
logr"'= 0.452831 



nach F/ wurde: 



= 6« 20' 4o"2 



l«g»o = 9-493 342 
log»o' = 9.838 841 
2/'" = I" 59' i6"i 
2/' =4 21 24.1 
2/,'" =4 21 23.6 

2f^ = I 59 16.6 



Um nun den Einfluss der Aberration zu eliminiren wurden die Distanzen zur Zeit 
der zweiten und dritten Beobachtung nach den oben mitg'etheilten Formeln eruirt. Es 
fand sich : 
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Q = 170° 14' 29" 


10 - — 

»• = 8° 36' 31" 




u, = 81 32 43 


«/« =87 53 23 




«,/ = 83 32'o 


u,? =85 54'i 




log^" =0.2721 


log?o" = 02677 


daraus 








JT -- 1 104.8 


T = 18.420 423 




JT" — 1078.2 


T" = 28.542 572 




^C- 1067.2 


To" = 40.508 669 




^jT"' — 1074.7 


r'" = 50.469 459 



Nun wurde nach II an die Berechnung der verbesserten Werthe gegangen und 

erhalten : 

o 

(1) — 8.650 082 ~ 3.469 891 

(2) +6.198 341 —3.537277 

C + 2.563 635 + 6.982 682 

(3) + 0-917 882 + 0.984 097 
/ = — 0.136 380 //= — 0.066 215 
F = + 0.043 704 F'/ = + 0.950 989 

Um nun genauere Werthe für F zu erhalten wurde die Rechnung zunächst nach den 
Formeln VII und VIII durchgeführt und gefunden : 

log (1;' — 1) = 7.01 1 440 logiy' = 0.000 446 

log (V" — = 6.332 194 log!/'" = 0.000 093 

log (^o' — = 6.328 721 logljo' = 0.000 093 

log (i?o" - = 7-OI3 038 log I/o;" = 0.000 447 

log (1?" — i) = 7.339 072 logi/" = 0.000 947 

log y" = 8.576 185 log r„" = 8^579 468 

logy =8.960300 log Fo' = 8.727 912 

2. Hypothese. log/// = 9.472 7377 log/F= 8^857 0923 

log (- VII] = 8^960 0035 log (~ VII) = 7. 142 5 1 78 
loga: = 8.332 3612 
log^' =0.2829443 logr' =0.4580671 

logg'" = 0.270 9582 log/" = 0.452 9905 

mit Rücksicht auf die kurzen Zwischenzeiten kann man die eben gefundenen Zahlen 
als hinreichend mit denen der ersten Hypothese übereinstimmend ansehen , um mit 
Sicherheit an die Eruirung der Elemente schreiten zu können; damit aber dieses Bei- 
spiel mit der grössten Genauigkeit , die siebenstellige Tafeln zu liefern vermögen, 
durchgeführt erscheint 9 habe ich noch eine dritte Hypothese gebildet; der geringe 
Unterschied der neu ermittelten Werthe von Y (wenige Einheiten der sechsten De- 
cimale) gegen diejenigen , auf welche die zweite Hypothese gestüzt wurde , zeigt aber, 
dass die Bildung dieser dritten Hypothese unnöthig ist für praktische Zwecke und gibt 
ein gutes Bild der raschen Convergenz der vorliegenden Methode. 
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Um nun die Bildung der dritten Hypothese vorzubereiten rechnete ich nach V: 
r == 25i«4i'38"66 r =* 258« 6' i7"28 

J' = + 8 30 57.66 b'" = + 8 36 16.72 

logr' = 0.458 0670 logr'" = 0.452 9904 

2/" = 6° 20' 23"48 
nach VI fand sich 



log» = 9.835 6628 
log«" = 9.500 3105 
logf" = 0.456 5089 
logr" = 0.456 5090 
log^o = o-454 6128 
logro" = 0.454 6127 



log»'o = 9-493 3326 
log«"o = 9.838 8456 
2/'" =i0 59'ii"i2 
2/' =4 21 12.35 
2/0'" = 4 21 12.44 
2/0' = I 59 11-04 



Die hier gefundenen Werthe fiirdie Verhältnisse der Dreiecksflächen unterscheiden 
sich gegen jene, welche die erste Hypothese gewährt hat, so wenig , dass bei der dritten 
Hypothese eine merkbare Aenderung dieser Werthe nicht mehr hervortreten wird ; also 
auch dieses Kriterium zeigt, dass die Bildung der dritten Hypothese ohne praktische 
Bedeutung ist. 

Nach VII wurde nun ermittelt 



log(i?'-i 


) = 7.010 9769 


logj;' =0.0004452 


logCr-i 


) =6.331 7467 


logi;"' =0.0000932 


log (I/o' -I 


) = 6.328 2489 


l0g»?o' =0.0000924 


log (%'"-' 


) = 7.012 5729 


logl^o" =: 0.000 4468 


log(r/'-i 


) = 7-338 6059 


logt]" =0.0009460 



Für die Bildung der dritten und letzten Hypothese geben die vorstehenden Werthe 
nach VIII die folgenden Grössen : 

log y" = 8.576 1821 log Fo" = 8^579 4693 

logF' =: 8.960 2967 log Yq = 8.727 9103 

3. Hypothese (Schluss). Es findet sich: 

log/// = 9.472 7330 log(/r) = 8^857 0916 

log{— r//) = 8„o6o 0010 log (— VIII) = 7.142 572^ 
loga; = 8.332 3608 
logß' = 0.282 9446 logr' = 0.458 0673 

logß"' = 0.270 9585 logr'" = 0.452 9907 
wie man sieht sind die Unterschiede gegen die vorausgehende Hypothese so klein , dass 
dieselben kaum die unvermeidliche Unsicherheit der logarithmischen Rechnung über- 
steigen. 



Es findet sich nun nach V 

V = 25i«4i'38"67 
Ä' = + 8 30 57.66 
logr' = 0.458 0672 



/"' = 258« 6' I7"27 
A"' = -f.8 36 16.72 
logr" = 0.452 9906 



2/" = 6«2o'23"46 
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Ich übergehe nun sofort auf die Berechnung der Formeln IX, Es findet sich 
logfw„ = 7.215 IUI log/,, = 6.889 r684 

2 0} = — O*^ 10' 2"8o logÄ,,= 7.293 8887 

^g = I 4046''6i8 logi;2 = o.ooi 8921 
nach X wird : 

V, =234^25' 5"6o E, =280° 5'4i"89 

v,„ = 240 45 29.06 E„, = 246 48 48.37 

q> = t^ 44' 19"! 2 
die daselbst angesetzte Probe gibt für : 

log (y) 2 = 8.756 7920 log V^r^h^^o^r ^ g 5 

Endlich wird nach XI: 

log/> = 0.427 3544 M, = 245° 55' 22"53 

loga = 0.433 3757 ^'^' = 252 59 36.65 

fi = 794" 2242 fi = 794" 2242 

Die Berechnung der Bahnlage (XII) lässt A^den : ^ 

Q = 170° 15' 35"i5 u, = 81° 31' 46"o2 

1= 8 36 38.33 «,„=87 52 9.48 

7r= 17 22 15.57 
Die Elemente sind daher zusammengestellt: 

(59) Elpis 
Epoche = 1868 Juni 3.0 mittl. Berl. Zeit 
mittl. Aeq. 1868.0 
L= 266^43' 51^78 
M= 249 21 36.21 

TT = 17 22 15.57 

Q = 170 15 35.15 
» = 8 36 38.33 
g> = 6 44 19.12 
loga = 0.433 3757 
^ = 794" 2242 
Um nun die Rechnung einer strengen Prüiiing zu unterziehen , habe ich aus den 
Elementen die Beobachtungen zurückgerechnet und finde die folgenden Differenzen 
zwischen der Beobachtung und Rechnung : 

dl, = — o"o6 dß, = — o"o2 

dK = + o"o2 dß„ = (- 9"o7) 

dl„^ = o"oo rf/?,« = (— 4"25) 

dl„, = + o"o3 dß,„ = — o"o2 

Die Uebereinstimmung zwischen der Rechnung und den Beobachtungsdaten ist 

eine befriedigende ; die unabhängigen Breiten werden aber nicht gut dargestellt , doch 

lassen sich diese Abweichungen durch Beobachtungsfehler auf genügende Weise erklären. 
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Tafel I. 



Monat 


Gemeines 
Jahr 


Schalt- 
jahr 


Januar o.o 


o 





Februar o.o 


3« 


3" 


Mira o.o 


59 


60 


April o.o 
Mjai o.o 


90 


91 


I20 


121 


Juni • • o.ö 


»51 


152 


Juli o.o 


' 181 


182 


August o.o 


212 


213 


September o.o 


*43 


244 


October* . o.o 


»73 


«74 


November o.o 


304 


305 


December o.o 


334 


335 



Tafel II. 









Stunden 


/ 






IA 


o<'o4i 667 


7*' 


0^291 667 


13* 


o^S4t 667 


19* 


0^791 667 




0.083 333 


8 


0.333 333 


14 


0.^83 333 


20 


0.833 333 




0.125 000 


9 


0.375 000 


«5 


0.625 000 


21 


0.875 000 




0.166 667 


10 


0.416 667 


16 


0.666 667 


22 


0.916 667 




0.208 333 


II 


0.458 333 


17 


•0.708 333 


*3 


0.958 333 


6 


0.250 000 


12 


0.500 000 


18 


0.750 000 


»4 


i.ooo 000 




Min 


Uten 


0''02I 528 




Secui 


nden 
31' 




i« 


0^000 694 


3.- 


1« 


0^000 012 


0^000 359 


2 


o.ooi 389 


3* 


0.022 222 


2 


0.000 023 


3* 


0.000 370 


3 


0.002 083 


33 


0.022 917 


3 


0.000 035 


33 


0.000 382 


4 


0.002 778 


34 


0.023 611 


4 


0.000 046 


34 


0.000 394 


5 


0.003 472 


35 


0.024 305 


5 


0.000 058 


35 


0.000 405 


6 


0.004 167 


36 


0.025 000 


6 


0.000 069 


36 


0.000 417 


7 


0.004 861 


37 


0.025 694 


7 


0.000 081 


37 


0.000 428 


8 


0.005 556 


3« 


0.026 389 


8 


0.000 093 


38 


0.000 440 


9 


0.006 250 


39 


0.027 083 


9 


0.000 104 


39 


0.000 451 


10 


0.006 944 


40 


0.027 778 


10 


0.000 116 


40 


0.000 463 


II 


0.007 639 


41 


0.028 472 


II 


0.000 127 


41 


0.000 475 


12 


0.008 333 


4* 


0.029 167 


12 


0.000 139 


42 


0.000 486 


»3 


0.009 022 


43 


0.029 861 


»3 


0.000 150 


43 


0.000 498 


14 


0.009 7" 


44 


0.030 556 


14 


0.000 162 


44 


0.000 509 


15 


o.oio 417 


45 


0.031 250 


15' 


0.000 174 


45 


0.000 5x1 


16 


O.OII III 


46 


0.031 944 


16 


0.000 185 


46 


0.000 53X 


17 


o.oii 805 


47 


0.032 639 


17 


0.000 197 


47 


0.000 544 


18 


0.012 500 


48 


0.033 333 


18 


0.000 208 


48 


0.000 556 


19 


0.013 194 


49 


0.034 028 


19 


0.000 220 


49 


0.000 567 


20 


0.013 889 


50 


0.034 72» 


20 


0.000 231 


50 


0.000 579 


21 


0.014 583 


51 


0.035 417 


21 


ö.ooo 243 


5« 


0.000 590 


22 


0.015 278 


5» 


0.036 III 


22 


0.000 255 


5» 


0.000 60» 


»3 


0.015 972 


53 


0.036 805 


«3 


0.000 266 


53 


0.000 613 


»4 


0.016 667 


54 


0.037 500 


«4 


0.000 278 


54 


0.000 625 


»5 


0.017 361 


55 


0.038 194 


«5 


0.000 290 


55 


0.000 637 


26 


0.018 055 


56 


0.038 889 


26 


0.000 301 


56 


0.000 648 


»7 


0.018 750 


57 


0.039 583 


«7 


0.000 313 


57 


0.000 660 


28 


0.019 444 


58 


0.040 278 


28 


0.000 324 


58 


0.000 671 


»9 


0.020 139 


59 


0.040 972 


»9 


0.000 336 


59 


0.000 683 


30 


0.020 833 


60 


0.041 667 


30 


0.000 347 


60 


0.000 694 
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Tafel III (vergl. pag. 


24) 












MiUl. Zeit 


Red. auf 
Sternzeit 


Mittl. Zeit 


Red. auf 
Sternzeit 


Mittl. Zeit 


Red. auf 
Sternzeit 


Mitti. 


Zeit 


Red. auf 
Sternzeit 


o* o« o' 


H-o« o'o 


6* 5*" 15' 


-f i"» o'o 


12* 10''* 29* 


4-2»* o'o 


18* 15* 


44' 


H-3 


« o'o 


6 5 


-fo 


I.O 


11 


20 


+ 1 1.0 


16 34 


H-2 


1.0 


21 


49 


H-3 


1 1.0 


12 lO 


+ 


2.0 


17 


25 


H-i 2.0 


22 40 


H-2 


2.0 


27 


54 


H-2 


1 2.0 


i8 i6 


H-o 


30 


23 


30 


-hl 3.0 


28 45 


-h2 


3.0 


33 


59 


H-: 


\ 3.0 


24 »I 


+ 


4.0 


29 


36 


H-i 4.0 


34 50 


-h2 


4.0 


40 


5 


H-: 


\ 4.0 


30 26 


4-0 


5.0 


35 


4» 


H-i 5.0 


40 55 


H-2 


5.0 


46 


10 


H-: 


\ 5.0 


•36 31 


H-o 


6.0 


. 41 


46 


+ 1 6.0 


47 1 


-h2 


6.0 


52 


15 


-h: 


\ 6.0 


4» 37 


H-o 


7.0 


47 


51 


H-i 7.0 


53 6 


H-2 


7.0 


18 58 


20 


H-: 


; 7.0 


48 4i 


H-o 


8.0 


6 53 


57 


+ 1 8.0 


12 59 II 


H-2 


8.0 


19 4 


26 


H-2 


; 8.0 


54 47 


H-o 


9.0 


7 


2 


H- I 9.0 


13 5 >6 


H-2 


9.0 


10 


31 


H-: 


; 9.0 


I 52 


H-o 


lO.O 


6 


7 


-|- I lO.O 


II 22 


-h2 


lO.O 


16 


36 


H-: 


; lo.o 


6 58 


H-o 


II. 


12 


12 


4- 1 ii.o 


17 27 


-h2 


II.O 


22 


41 


H-: 


1 II.O 


»3 3 


H-o 


12.0 


18 


17 


-j- 1 12.0 


23 32 


H-* 


12.0 


. 28 


47 


-+-: 


; 12.0 


' 19 8 


H-o 


13.0 


24 


23 


H- > 130 


. 29 37 


-h2 


13.0 


34 


52 


H-: 


\ 13.0 


25 13 


+ 


14.0 


30 


28 


H- » 14.0 


35 43 


H-2 


14.0 


40 


57 


H-: 


\ 140 


31 19 


H-o 


15.0 


36 


33 


H- » 15.0 


41 48 


H-2 


15.0 


47 


2 


H-: 


\ 150 


J7 24 


H-o 


16.0 


42 


38 


H- I 16.0 


< 47 53 
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9.956 
9.956 
9.956 

9.956 
9.957 



37 
36 

37 ^-^^^ 
*' 9-957 

9.957 



36 
36 
35 
37 
36 

36 
35 

36 

35 
35 

'35 
35 
35 
34 
35 

•34 
34 
35 
34 
33 

•34 
34 
33 
33 
34 



9.957 
9-957 
9.958 
9.958 
9958 

9-958 
9.958 
9.958 
9.958 
9.959 

9.959 
9.959 
9.959 
9.959 
9-959 

9.959 
9.960 
9.960 
9.9^ 
9.960 

9.960 
9.960 
9.960 
9.961 
9.961 
9.961 



6346 

7785 
9224 
0665 
2106 

3548 
499» 
6435 
7880 

93*5 

0771 
2218 
3666 

5"5 

6565 

8016 
9468 

0919 

2372 
3826 

5281 
6737 
8193 
9650 
1109 

2568 
4027 
5488 
6949 
8412 

9875 
■339 
2804 

4270 
5737 
7204 
8673 
0143 
1613 

3084 

4556 
6029 

7503 
8977 
0453 
1929 
3407 
4885 
6364 
7843 

93*4 

0805 
2288 
377» 
5*55 
6741 
8227 

9714 
1202 
2690 
4180 



Diff. 



log 5 



H39 
H39 
1441 
1441 
1442 

1443 
1444 

1445 
1445 
1446 

1447 
1448 
1449 
1450 
145 1 

1452 
145« 
«453 
1454 
1455 

1456 
1456 
1457 
1459 
1459 

1459 
1461 
1461 
1463 
1463 

1464 
1465 
1466 
1467 
1467 

1469 
1470 
1470 
1471 
1472 

1473 
1474 
1474 
1476 
«476 

1478 
1478 
1479 
H79 
1481 

148 1 
1483 
1483 
1484 
i486 

i486 
1487 
1488 
1488 
1490 



• 0.240 I 
0.239 j 
0.238 j 

• 0.237 



— 0.236 



0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 



• 0.23s I 

• 0.234 i 
-0.233 I 
-0.232 I 
•0.231 j 

. 0.230 I 0.000 
- 0.229 0.000 
-0.228 I 0.000 
■ 0.227 ) 0.000 
' o 226 I 0.000 



- 0.225 

• 0.224 

• 0.223 

• 0.222 



0.000 
0.000 
0.000 
0.000 



' 0.221 0.000 



-0.220 

0.219 

-0.218 

-0.217 
-0.216 

- 0.215 

- 0.214 
■0.213 

- 0.212 

- 0.211 

- 0.210 
-0.209 
• 0.208 
-0.207 
' 0.206 



0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
1 

j 0.000 

I 0.000 

0.000 

0.000 

0.000 



-0.205 0.000 
• 0.2041 0.000 
-0.203 ) 0.000 
- o 202 0.000 

-0.20f 0.000 



-0.200 
0.199 
-0.1918 
-0.197 
-0.196 

-0.195 
■0.194 

-O.I9J 

- 0.192 
-0.191 

-0.190 
-0.189 

-0.188 
-0.187 
-6.186 

- 0.185 
-0.184 
-0.183 
-0.182 
-0.181 
-0.180 



I 



0.000 
o 000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 



4076 

.043 
.010 

1977 
1945 
;912 
1880 
847 
815 
783 

751 
719 
688 
656 
625 

594 
562 

531 

500 
1470 

439 
3409 
378 
348 
318 

288 
»58 
228 
199 
169 

140 
111 
082 

053 
024 

995 
967 
2938 
910 
882 

854 
2826 
2798 

2771 
*743 

2716 
268g 
2661 
2634 
2608 

2581 

*554 
2528 
2502 
*475 
2449 
2423 
*398 
2322 
*346 
2321 



Diff. 



•33 
33 
33 
3* 
33 

■3* 
33 
3* 
3* 
3* 

■3* 
3« 
32 
3» 
3« 

3* 
31 
31 
30 
31 
.30 
31 
30 
30 
30 

.30 
30 
29 

30 
29 

29 
29 

*9 
29 
29 

-28 

»9 
28 
28 
28 

28 
28 

27 

28 

27 

-28 

27 
27 
26 

27 

■27 
26 
26 
27 
26 

•26 

*5 
26 
26 
*5 



logC 



Diff 



^9i 
^9I 

^92 

^93 
^94 

^95 
^9S 
^97 
^98 
^98 

^99 

»Ol 

;oi 
;o2 
;o3 
;o4 
;o5 
;o6 
;o6 
»08 

;o8 
;io 
;io 
;i2 
12 

^^ 

14 

;i5 

;i5 
;i7 

;i7 
19 

[20 

;2o 
;2i 

;22 

;*3 
;*4 
;*5 
;26 

1*7 

;28 

1*8 
130 
3« 

31 
33 
;33 
35 
35 

36 

;37 
;39 
;39 

;40 

;4i 
141 
►43 
►44 
;45 
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-0.180 
■0.179 
-0.178 
•0.177 
-0.176 

0.17S 
•0.174 
-0.173 

• 0.17* 
■0.171 

■ 0.170 
•0.169 
-0.168 
-0.167 
-0.166 

• 0.165 

• 0.164 
■0.163 
•0.162 
-0.161 

- 0.160 
-0.159 
-0.158 
■0.157 

- 0.156 

■0.15s 

-Ö.1S4 

0.153 

- 0.152 

- 0.151 

-0.150 

■0.149 

■ o. 148 

-0.147 

- 0.146 

■0.145 
■0.1441 
-0.143 
-0.142 

• o. 141 

- 0.140 

-0.139 
•0.138 
■0.137 
-0.136 

•0.135 

•0.134 
■0.133 
■0.132 
•0.I3I 

■0.130 
•0.129 
-0.128 
-0.127 

• 0.126 

•0.125 
•0.124 
•0.123 

• 0.122 

- 0.121 

•0.120 



logB 



Diff. 



logC 



Diff. 



0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
o. 00 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
o 000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 



2321 
2296 

2271 
2246 

2221 

2196 
2172 
2147 
2123 
2099 

2075 
2051 
2027 
2003 
1980 

1956 

1933 
1910 
1887 
1864 

1842 
1819 

1797 
i774 
^75» 

1730 
1708 
1686 
1665 
1643 

1622 
1601 
1580 

1559 
1538 

1517 
1497 
1476 
1456 
»436 

1416 
1396 
1376 
1357 
1337 

1318 
1299 
1280 
1261 
1242 

1223 
1205 
1186 
1168 
1150 

1132 
II 14 
1097 
1079 
1062 

1045 



25 
»5 
»5 
*S 

■ 24 
»S 
24 
24 
24 

■24 

24 
24 

23 

24 

23 
*3 
»3 
»3 
22 

-23 
22 

»3 
22 
22 

. 22 
22 

21 I 

22 I 
21 

- 21 
21 
21 
21 
21 

• 20 
21 
20 
20 
20 

-20 
20 

9 

20 

9 

9 
9 
9 
9 
9 

8 

9 
8 
8 
8 

8 

7 
8 

7 
7 



9.970 
9970 

i 9.970 
I 9 970 
9.971 

I 9971 

I 9-971 

9.971 

9.971 

9-971 

997» 
9.972 
9.972 
9.972 
9.972 

9.972 
9.973 
9.973 
9973 
9.973 

9.973 
9.973 
9.973 
9.974 
9-974 

9.974 
9.974 
9-974 
9.974 
9.975 

9.975 
9.975 
9.975 
9-975 
9-975 

9.975 
9.976 
9.976 
9.976 
9.976 

9.976 
9.976 

9.977 
9.977 
9.977 

9.977 
9.977 
9-977 
9.978 
9.978 

9.978 
9.978 
9.978 
9.978 
9.979 

9.979 
9.979 
9979 
9-979 
9-979 
9.979 



8311 ^5^7 

9858 

1407 

2956 
4507 
6059 
7611 
9165 



0719 
2274 
3831 
5388 
6946 

8505 
0065 
1627 
3189 

4752 

6316 

7881 

9447 
1014 
2582 

4151 
5721 
7292 
8864 
0437 

2011 
3586 
5162 

6739 
8317 

9896 
1475 
3056 
4638 
6221 

7805 

9390 
0976 
2563 
415» 

5739 
7329 
8920 
0512 
2105 

3699 
5294 
6890 

8487 
0085 

1684 
3284 
4885 
6487 
8090 

9694 



1547 
1549 
1549 

»551 
"552 
1552 
"554 
1554 

1555 
"557 
"557 
1558 

"559 

1560 
1562 
1562 
1563 
1564 

1565 
1566 
1567 
1568 
1569 

1570 
"57" 

"572 
"573 

"574 

"575 
1576 

"577 
1578 

"579 

"579 
1581 
1582 
1583 
1584 

1585 
1586 
1587 
1588 
1588 

1590 

"59" 
1592 

"593 
"594 

"595 
1596 

"597 
1598 
"599 
1600 
1601 
1602 
1603 
1604 



-0.120 
-0.119 
-o.fi8 

- 0.117 
-0.116 

• 0.H5 
•0.114 
-0.113 

- 0.112 
-o.iii 

•O.IIO 

•0.109 
•0.108 

■ o. 107 
■0.106 

•0.105 
-0.104 
-0.103 

■ 0.102 

- O.IOI 
-O.IOO 

-0.099 

-0 098 
•0.097 
-0.096 

•0.095 
-0.094 
•0.093 

-0.092 

- 0.091 

• 0.090 

• 0.089 

- 0.088 

- 0.087 

- 0.086 

- 0.085 
-0.084 

- 0.083 

- 0.082 
-0.081 

- 0.080 
-0.079 

- 0.078 
-0.077 

■ 0.076 

- 0.075 

- 0.074 

•0.078 

- 0.072 

- 0.071 

- 0.070 
■0.069 
-0.068 
-0.067 
•0.066 

•0.065 

■ 0.064 
•0.063 

- 0.062 
■0.061 

• 0.060 



logB 



0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
o 000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 



1045 
1027 
1010 
0994 

0977 

0960 

0944 
0928 
0911 
0895 

0880 
0864 
0848 
0833 
0817 

0802 

0787 
0772 
0758 
0743 
0728 

07 "4 
0700 
0686 
0672 

0658 

0645 
0631 
0618 

0604 

059" 
0578 
0566 
0553 
0540 

0528 
0516 
0504 
0492 
0480 

0468 

0457 
0445 

0434 
0423 

0412 
0401 
0390 
0380 
0370 

0359 
0349 
0339 
0329 
0320 

0310 
0301 
0291 
0282 

0273 
0265 



Diff. 



logC 



18 

"7 
16 

17 
17 

16 
16 

17 
16 

"5 
16 
16 

"5 
16 

"5 

"5 
"5 
"4 
"5 
"5 

14 
"4 
"4 
"4 
"4 

"3 
"4 
"3 
"4 
"3 

"3 
12 

»3 
"3 
12 

■ 12 
12 
12 
12 
12 

' II 
12 
II 
II 
II 

- II 
II 
10 
10 
II 

■ 10 
10 
10 

9 
10 

9 

10 

9 
9 
8 




9.980 


7730 


9.980 


9340 


9.981 


0951 


9.981 


2563 


9.981 


4177 


9.981 


579" 


9.981 


7406 


9.981 


9023 


9.982 


0640 


9.982 


2259 


9.982 


8878 


9.982 


5499 


9.982 


7121 


9.982 


8743 


9.983 


0367 


9.983 


1992 


9.983 


3618 


9.983 


5245 


9983 


6873 


9.983 


8502 


9.984 


0132 


9.984 


1763 


9.984 


3395 


9.984 


5028 


9.984 


6663 


9.984 


8298 


9-984 


9934 


9.985 


1572 


9985 


3211 


9-985 


4850 


9985 


6491 


9.985 


8133 


9.985 


9776 


9.986 


1420 


9-986 


3065 


9-986 


47" 


9-986 


6358 


9.986 


8006 


9-986 


9656 


9-987 


1306 


9.987 


2958 


9-987 


4610 


9.987 


6264 


9.987 


7918 


9.987 


9574 



9.988 
9.988 
9-988 
9-988 
9-988 

9.988 
9.989 
9.989 
9.989 
9.989 
9-989 



1231 
2889 
4548 

6208 

7869 

9532 
1195 
2860 
4525 

6192 

7860 



Diff. 



1605 
1606 
1607 
1609 
1609 

1610 
1611 
1612 
1614 
1614 

1615 
1617 
1617 
1619 
1619 

1621 
1622 
1622 
1624 
1625 

1626 
1627 
1628 
1629 
1630 

1631 
1632 
1633 
"635 
163s 

1636 
1638 
1639 
1639 
1641 

1642 
1643 
1644 
1645 
1646 

1647 
1648 
1650 
1650 
1652 

1652 
1654 
1654 
1656 
1657 

1658 
1659 
1660 
1661 
1663 

1663 
1665 
1665 
1667 
1668 
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A 


logJ? 


Diff. 


logC 


Diff. 


A 


log 2? 


Diff. 


logC 


Diff. 


— 0.060 


0.000 


0265 


— 9 


9.989 


7860 


1669 
1670 
1671 
1672 
1674 


0.000 


0.000 


0000 






0.000 


0000 


1738 
1739 

1740 
1741 
1743 


- 0.059 


0.000 


0256 


9.989 


95*9 


-|- O.OOI 


0.000 


0000 


0.000 


1738 


— 0.058 


0.000 


0247 


9.990 


1199 


4- 0.002 


0.000 


0000 




0.000 


3477 


— 0.057 


0.000 


o»39 




9.990 


2870 


+ 0.003 


0.000 


0001 




0.000 


5217 


— 0.056 


0.000 


0231 




9.990 


454» 


-f 0.004 


0.000 


0001 




0.000 


6958 


— 0.055 


0.000 


0223 




9.990 


6216 


1674 
1675 
1677 
1678 
1679 


+ 0.005 


0.000 


0002 




0.000 


8701 


1744 
1745 
1746 
1747 
1748 


— 0.054 


0.000 


0215 




9.990 


7890 


-l- 0.006 


0.000 


0003 


0.001 


0445 


— 0.053 


0.000 


0207 




9.990 


9565 


4- 0.007 


0.000 


0004 


0.001 


2190 


— 0.05a 


0.000 


0199 




9.991 


1242 


-f 0.008 


0.000 


0005 




0.001 


3936 


— 0.051 


0.000 


0191 




9.991 


2920 


-f 0.009 


0.000 


0006 


O.OOI 


5683 


— 0.050 


0.000 


0184 




9.991 


4599 


1680 
1681 
1682 
1684 
1684 


-l- 0.010 


0.000 


0007 




O.OOI 


743" 


1750 
1751 
175» 


— 0.049 


0.000 


0177 


9.991 


6279 


4- 0.011 


0.000 


0009 


O.OOI 


9181 


— 0.048 


0.000 


0170 


9.991 


7960 


4- 0.012 


0.000 


0011 


0.002 


0932 


— 0.047 


0.000 


0163 


9.991 


9642 


+0.013 


0.000 


0013 


0.002 


2684 


— 0.046 


0.000 


0156 


9.99» 


1326 


+ 0.014 


0.000 


0015 




0.002 


4438 


1754 
«755 


— 0.045 


0.000 


0149 




9.99» 


3010 


1686 


+0.015 


0.000 


0017 




0.002 


6193 


1756 
1756 
1759 
1759 
1761 


— 0.044 


0.000 


0143 




9.992 


4696 


1687 
1688 
1689 
1690 


+ 0.016 


0.000 


0019 




0.002 


7949 


— 0.043 


0.000 


0136 


9.992 


6383 


4- 0.017 


0.000 


0022 


0.002 


9705 


— 0.042 


0.000 


0130 




9.99» 


8071 


4- 0.018 


0.000 


0024 


0.003 


1464 


— 0.041 


0.000 


0124 




9.99» 


9760 


4- 0.019 


0.000 


0027 


0.003 


3223 


— 0.040 


0.000 


0118 




9.993 


1450 


1691 
1693 
1693 
1695 
1696 


+ 0.020 


0.000 


0030 




0.003 


4984 


1762 
1763 
1764 
1766 

1767 


— 0.039 


0.000 


0112 




9.993 


3141 


4- 0.021 


0.000 


0033 


0.003 


6746 


— 0.038 


0.000 


0107 


9.993 


4834 


4- 0.022 


0.000 


0036 


0.003 


8509 


— 0.037 


0.000 


0101 




9.993 


6527 


+ 0.023 


0.000 


0040 


0.004 


0273 


— 0.036 


0.000 


0096 


9.993 


8222 


+ 0.024 


0.000 


0043 


0.004 


2039 


- 0.035 


0.000 


0091 




9.993 


9918 


1697 
1698 
1699 

1700 
1702 


+ 0.025 


0.000 


0047 




0.004 


3806 


1768 
1769 

1771 
177» 
1772 


— 0.034 


0.000 


0085 




9.994 


1615 


+ 0.026 


0.000 


0051 


0.004 


5574 


— 0.033 


0.000 


0080 


9.994 


3313 


+ 0.027 


0.000 


0055 


0.004 


7343 


— 0.032 


0.000 


0076 


9.994 


5012 


+ 0,028 


0.000 


0059 


0.004 


9114 


— 0.031 


0.000 


0071 


9.994 


671» 


4- 0.029 


0.000 


0063 


0.005 


0886 


— 0.030 


0.000 


0067 




9.994 


8414 


1703 
1704 
1705 
1706 
1707 


+0.030 


0.000 


0067 




0.005 


2658 


1774 
1776 
1777 
1778 
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4Sa 
4S3 
4S4 

0.4SS 
4S6 
4S7 
458 

4S9 

0.460 
461 
462 
463 
464 

0.465 
466 
467 
468 
469 

0.470 

47» 
472 
473 
474 

0.475 

476 
477 
478 

479 
0.480 



0.00; 
00; 
00; 
00; 
00; 

o.oo; 
oo; 
00; 
oo; 
00; 

0.00; 
00- 

00: 
00 
00; 

o.oo; 
00; 
00; 
00; 
00 

0.00; 
oo; 
00: 
00; 
00; 

0.00; 

00 
00; 
00, 

o.oo; 
00: 
00; 

00: 
00 

0.Q03 
004 
004 
004 
004 

0.004 
004 
004 
004 
004 

0.004 
004 
004 
004 
004 

0.004 
004 
004 
004 
004 

0.004 
004 
004 
004 
004 

0.004 



3720 
3890 
4061 
4232 



4576 

4749 
4923 
5096 

5271 

544S 
5621 

S797 
5973 
6150 

6327 
6505 
6683 
6862 
7042 

7232 

7402 
7583 
7765 
7947 
8130 
8313 
8496 
8680 
8865 

9050 
9236 
9422 
9609 
9797 

9984 
0173 
0362 
0551 
074" 

09 J2 
1123 

»31S 

»507 
1700 

18« 
2087 
2281 
2476 
2672 

2868 
3064 
^61 
34S9 
3^S7 

J856 
40SS 
425s 
44S6 
46S7 
4858 



70 
71 
71 
72 
72 

73 
74 
73 
7S 
74 

76 
76 

76 

77 
77 

78 
78 
79 
80 
80 

80 
81 
82 
82 
83 

83 
83 
84 
85 
85 

86 
86 

87 
88 

87 

89 
89 
89 
90 

91 

91 
9* 
92 
93 
93 

94 
94 
9S 
96 

96 
96 
97 
98 
98 
99 

99 
200 

Ol 

201 
201 



0.480 
481 
482 
483 
484 

0.485 
486 
487 
488 
489 

0.490 
491 
492 
493 
494 

0.495 
496 
497 
498 
499 

0.500 
501 
502 

503 
504 

0.50s 
506 
507 
508 
509 

0.510 

S" 
512 

5*3 
S>4 

o.S>S 
516 

S17 

518 

S«9 
0.520 

522 
S»3 
S»4 

0.525 
526 

S27 
528 

S»9 
0.530 
53» 
53* 
533 
534 

0.535 
536 
537 
538 
539 

0.540 



004 
004 
004 
004 

0.004 
004 
004 
004 
004 

0.004 
004 
004 
004 
004 

0.004 
004 
004 
004 
004 

0.004 
004 
004 
004 
004 

0.005 
005 
005 
005 
005 

0.005 
005 
005 
005 
005 

0.005 
005 
005 
005 
005 

0.005 
005 
005 
005 
005 

0.005 
005 
005 
005 
005 

0.005 
005 
005 
005 
005 

0.005 
005 
005 
005 
005 

0.005 



4858 
5061 
5263 

5467 
5670 

5875 
6080 
6285 
6492 
6698 

6906 
7113 
7322 

7531 
7740 

795» 
8161 

8373 
8585 

8797 

9010 
9223 

9438 
9653 
9868 

0084 
0301 
0518 
0736 
0954 

»»73 
U93 
1613 

1834 
2055 

2277 
2500 
»723 
2947 
3172 

3623 
3849 

4076 

4303 

4531 

4760 

4989 
5219 
5450 

5681 

59»3 
6145 
6379 
6613 

6847 
7082 
7318 
7554 
779» 
8o»9 



203 
202 
204 
203 
205 

205 
205 
207 
206 
208 

207 
209 
209 
209 
211 

210 
212 
212 
212 
213 

«»3 
2»S 

2»S 
2»S 

216 

217 
217 

218 

218 
219 

220 
220 

221 
221 
222 

223 
223 

224 

»*s 

225 

226 
226 

227 
227 
228 

229 
229 
230 

»3» 
231 

»3» 
*32 
*34 
*34 
*34 

235 
236 
236 

237 
238 
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Diff. 



0.0000 
0001 
0002 
0003 
0004 

0.0005 
0006 
0007 
0008 
0009 

0.0010 

OOII 
OOI2 
0013 
0014 

0.0015 
0016 
0017 
0018 
0019 

0.0020 
0021 
0022 
0023 
0024 

0.0025 
0026 

0027 
0028 
0029 

o 0030 
0031 
0032 

0033 
0034 

0.0035 
0036 
0037 
0038 
0039 

0.0040 
0041 

0042 

0043 
0044 

0.0045 

0046 
0047 
0048 

0049 

0.0050 
0051 
0052 

0053 
0054 

0.0055 
0056 

0057 

0058 

0059 

0.0060 



0.000 0000 

000 0965 

000 1930 

000 2894 

000 3858 

0.000 4821 

000 5784 

000 6747 

000 7710 

000 8672 

0.000 9634 

001 0595 
001 1557 
001 2517 
001 3478 

o.ooi 4438 

001 5398 

001 6357 

! 001 7316 

001 8275 



O.OOI 

002 
002 
002 
002 

0.002 
002 
002 
002 
002 

0.002 
002 
003 
003 
003 

0.003 
003 
003 
003 
003 

0.003 
003 
004 
004 
004 

I 0.004 
004 

I 004 
004 
004 

I 0.004 

I 004 

I 004 

I 005 

I 005 

! 0.005 
005 

I 005 

005 

005 

0.005 



9*34 
0192 
1150 

2107 
3064 

4021 
4977 
5933 
6889 

7845 

8800 

9755 
0709 
1663 
2617 

3570 

45*3 
5476 
6428 
7381 

8332 
9284 
0235 
1186 
2136 

3086 
4036 
4985 
5934 
6883 

7832 
8780 
9728 
0675 
1622 

2569 

3515 
4462 

5407 
6353 
7298 



965 
965 
964 
964 
963 

963 
963 
963 
962 
962 

961 
962 
960 
961 
960 

960 
959 
959 
959 
959 

958 
958 
957 
957 
957 

956 
956 
956 
956 
955 

955 
954 
954 
954 
953 

953 

953 

I 95» 

1 953 

95» 

I 95a 

1 951 

I 951 

950 

950 

950 
949 
949 
949 
949 

948 
948 
947 
947 
947 

946 
947 
945 
946 

945 



0.0060 
0061 
0062 
0063 
0064 

0.0065 
0066 
0067 
0068 
0069 

0.0070 
0071 
0072 
0073 
0074 

0.0075 
0076 
0077 
0078 
0079 

0.0080 
0081 
0082 
0083 
0084 

0.0085 
0086 
0087 
0088 
0089 

0.0090 
0091 
0092 
0093 
0094 

0.0095 
0096 
0097 
0098 
0099 

O.OIOO 
OIOI 

0102 
0103 
0104 

0.0105 
0106 
0107 
0108 
0109 

O.Ol 10 

Olli 
OII2 

0II3 
Ol 14 

0.0II5 
0II6 
0II7 
0118 
0II9 

0.0120 



logijij 



0.005 

005 

! 005 

006 

006 

0.006 
006 
006 
006 
006 

0.006 
006 
006 
006 
007 

0.007 
007 
007 
007 
007 

0.007 

007 
007 

007 
007 

0.008 
008 
008 
008 
008 

0.008 
008 
008 
008 
008 

0.009 
009 
009 
009 
009 

0.009 
009 
009 

009 

009 

[ 0.009 
010 
010 
010 
010 

O.OIO 

010 
010 
010 
010 

O.OIO 

010 

OII 

011 

OII 
O.OII 



7298 
8243 
9187 
0I3I 
1075 

2019 
2962 

3905 
4847 
5790 

673a 

7673 
8614 

9555 
0496 

1436 

2376 
3316 
4*55 
5194 

6133 

7071 
8009 
8947 
9884 

0821 
1758 
2694 
3630 
4566 

5502 

6437 
7372 
8306 
9240 

0174 
1108 
2041 
»974 
3906 

4838 
5770 
6702 
7633 
8564 

9495 
0425 
1356 
2285 
3»i5 
4144 

5073 
6001 
6929 

7857 

8785 
9712 
0639 
1565 
2491 
3417 



Diff. 



945 
944 
944 
944 
944 

943 
943 
942 

943 
942 

941 
941 
941 

941 
940 

940 
940 
939 
939 
939 

938 
938 
938 
937 
937 

937 
936 
936 
936 
936 

935 
935 
934 
934 
934 

934 
933 
933 
93» 
93» 

93» 
93» 
931 
93» 
931 

930 

931 
929 
930 
929 

929 
928 
928 
928 
928 

927 
9»7 
926 
926 
926 



log 1717 



0.0120 


O.OII 


OI2I 


OII 


0122 


OII 


0123 


OII 


0124 


OII 


0.0125 


O.OII 


0126 


OII 


0127 


011 


0128 


012 


0129 


012 


0.0130 


0.012 


0131 


012 


0132 


012 


0133 


012 


0134 


012 


0.0135 


0.012 



0136 

0137 
0138 
0139 

0.0140 
0I4I 
0142 

0143 
0144 

0.0145 
0146 
0147 
0148 

0149 

0.0150 
0I5I 
0152 

0153 
0154 

0.0155 
0156 
0157 
0158 
0159 

0.0160 
0I6I 
0162 
0163 
0164 

0.0165 
0166 
0167 
0168 
0169 

0.0170 
0171 

0172 
0173 
0174 

0.0175 
0176 

0177 

0178 

0179 

0.0180 



012 

Ol 
Ol 
Ol 

O.Ol 
Ol 
Ol 
Ol 
Ol 

O.Ol 

Ol 

i 

Ol 
Ol 
Ol 

O.Ol 
Ol 
Ol 
Ol 
Ol 

O.Ol 
Ol 
Ol 
Ol 
Ol 

O.Ol 
Ol 
Ol 
Ol 
Ol 

O.Ol 
Ol 
Ol 
Ol 
Ol 

0.015 
016 
016 
016 
016 

0.016 
016 
016 
016 
016 

0.016 



3417 

4343 
5268 
6193 
7118 

8043 
8967 
9890 

0814 

1737 

2660 

3582 
4505 

54»7 
6348 

7269 
8190 
9111 
0032 
0952 

1871 
2791 
3710 
4629 
5547 
6465 

7383 
8301 
9218 
0135 
1052 
1968 
2884 
3800 
4716 

5631 
6546 
7460 

8374 
9288 

0202 
1115 
2028 
2941 
3854 
4766 
5678 
6589 
7500 
8411 

93»» 
0232 
1142 
2052 
2961 

3870 

4779 
5688 
6596 

7504 
8412 



Diff. 

926 
925 

9»5 
925 

9»5 

924 

9»3 
924 

9»3 
9»3 

922 
923 
922 
921 
921 

921 ■ 

921 

921 

920 

919 

920 
919 
919 
918 
918 

918 
918 
917 
917 
917 

916 
916 
916 
916 
915 

915 
914 
914 
914 
914 

913 
913 
913 
913 
912 

912 
911 
911 
911 
911 

910 
910 
910 
909 
909 

909 
909 
908 
908 
908 
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0.0180 
0181 
0182 
0183 
0184 

0.0185 
0186 
0187 
0188 
0189 

0.0190 
0191 
0192 

0193 
0194 

0.0195 
0196 
0197 
0198 
0199 

0.0200 
0201 
0202 
0203 
0204 

0.0205 
0206 
0207 
0208 
0209 

0.0210 
0211 
0212 
0213 
0214 

0.0215 
0216 
0217 
0218 
0219 

0.0220 
0221 
0222 
0223 
0224 

0.0225 
0226 
0227 
0228 
0229 

0.0230 
0231 
0232 
0233 
0234 

0.0235 
0236 
0237 
0238 
0239 

0.0240 



0.016 
016 
017 
017 
017 

o.ot7 
017 
017 
017 
017 

I 0.017 
017 
017 

, 018 
018 

0.018 
018 
018 
018 
018 

0.018 
018 
018 
018 
019 

0.019 
019 
019 
019 
019 

0.019 
019 
019 
019 
019 

0.019 
020 
020 
020 
020 

0.020 
020 
020 
020 
020 

0.020 
020 
021 
021 
021 

0.021 
021 
021 
021 
021 

0.021 
021 
021 
022 
022 

0.022 



8412 

9319 
0226 

"33 

2039 

»945 

3851 

4757 
5662 
6567 

7471 
8376 
9280 
0183 
1087 

1990 
2893 
3796 
4698 
5600 

6501 
7403 
8304 
9205 
0105 

1005 

1905 
2805 
3704 
4603 

5502 
6401 
7299 
8197 
9094 

9992 
0889 
1785 
2682 
3578 

4474 
5369 
6264 

7159 
8054 

8948 
9842 
0736 
1630 
2523 

3416 
4309 
5201 
6093 
6985 

7876 
8768 
9659 

0549 
1440 
2330 



Diff. 



907 
907 
907 
906 
906 

906 
906 
905 
905 
904 

905 
904 
903 
904 
903 

903 
903 
902 
902 
901 

902 
901 
901 
900 
900 

900 
900 
899 
899 
899 

899 
898 
898 
897 
898 

897 
896 
897 
896 
896 

895 
895 
895 
895 
894 

894 
894 

I 894 

I 893 
: 893 

I 893 

' 892 

892 

892 

891 

892 
891 
890 
891 
890 
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0.0240 


0.022 


2330 


0241 


022 


3220 


0242 


022 


4109 


0243 


022 


4998 


0244 


022 


5887 


0.0245 


0.022 


6776 


0246 


022 


7664 


0247 


022 


8552 


0248 


022 


9440 


0249 


023 


0328 


0.0250 


0.023 


1215 


0251 


023 


2102 


0252 


023 


2988 


0253 


023 


3875 


0254 


023 


4761 


0.0255 


0.023 


5647 


0256 


023 


6532 


0257 


023 


7417 


0258 


023 


8302 


0259 


023 


9187 


0.0260 


0.024 


0071 


0261 


024 


0956 


0262 


024 


1839 


0263 


024 


2723 


0264 


024 


3606 


0.0265 


0.024 


4489 


0266 


024 


5372 


0267 


024 


6254 


0268 


. 024 


7136 


0269 


024 


8018 


0.0270 


0.024 


8900 


0271 


024 


9781 


0272 


025 


0662 


0273 


025 


1543 


0274 


025 


2423 


0.0275 


0.025 


3304 


0276 


025 


4183 


0277 


025 


5063 


0278 


025 


5942 


0279 


025 


6822 


0.0280 


0.025 


7700 


0281 


025 


8579 


0282 


025 


9457 


0283 


026 


0335 


0284 


026 


1213 


0.0285 


0.026 


2090 


0286 


026 


2967 


0287 


026 


3844 


0288 


026 


4721 


0289 


026 


5597 


0.0290 


0.026 


6473 


0291 


026 


7349 


0292 


026 


8224 


0293 


026 


9099 


0294 


026 


9974 


0.0295 


0.027 


0849 


0296 


027 


1723 


0297 


027 


2597 


0298 


027 


3471 


0299 


027 


4345 


0.0300 


0.027 


5218 



Diff. 



890 
889 
889 
889 
889 

888 
888 
888 
888 
887 

887 
886 
887 
886 
886 

885 
885 
885 
885 
884 

885 
883 
884 
883 
883 

883 
882 
882 
882 
882 

881 
881 
881 
880 
881 

879 
880 

879 
880 
878 

879 
878 
878 
878 

877 

877 
877 
877 
876 
876 

876 
875 
875 
875 
875 

874 
874 
874 
874 
873 



0.0300 
0301 
0302 
0303 
0304 

0.0305 
0306 
0307 
0308 
0309 

0.0310 
0311 
0312 
0313 

0314 

0.0315 
0316 
0317 
0318 
0319 

0.0320 
0321 
0322 

0323 
0324 

0.0325 
0326 
0327 
0328 
0329 

0.0330 
0331 
0332 
0333 
0334 

0.0335 
0336 
0337 
0338 
0339 

0.0340 
0341 
0342 
0343 
0344 

0.0345 

0346 

0347 

0348 

0349 
0.0350 

0351 

0352 

0353 

0354 

0:0355 

0356 

0357 

0358 

0359 1 
0.0360 



logijiy 



Diff. 



0.027 

027 
027 

027 
027 

0.027 
028 
028 
028 
028 

0.028 
028 
028 
028 
028 

0.028 
028 
029 
029 
029 

0.029 
029 
029 
029 
029 

0.029 
029 
029 
029 
030 

0.030 
030 
030 
030 
030 

0.030 
030 
030 
030 
030 

0.030 
031 
031 
031 
031 

0.031 

031 
031 
031 
031 

0.031 
031 
032 
032 
032 

0.032 
032 
032 
032 
032 

0.032 



5218 
6091 
6964 
7836 
8708 

9580 
0452 

1323 
2194 
3065 

3936 
4806 
5676 
6546 
7415 
8284 

9153 
0022 
0890 
1758 

2626 

3494 
4361 
5228 
6095 

6961 

7827 
8693 
9559 
0424 

1290 
2154 
3019 
3883 

4747 

5611 
6475 
7338 
8201 
9064 

9926 
0788 
1650 
2512 
3373 
4234 
5095 
5956 
6816 
7676 

8536 
9396 
0255 
1114 

1973 
2831 
3689 
4547 
5405 
6262 
7120 



873 
873 
872 
872 
872 

872 
«71 
871 
871 
871 

870 
870 
870 
869 
869 

869 
869 
868 
868 
868 

868 
867 
867 
867 
866 

866 
866 
866 
865 
866 

864 
865 
864 
864 
864 

864 
863 
863 
863 
862 

862 
862 
862 
861 
861 

861 
861 
860 
860 
860 

860 
859 
859 
859 
858 

858 
858 
858 

857 
858 
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0.036 
037 

038 
039 

040 

0.041 
042 

043 
044 
045 

0.046 

047 
048 
049 

050 
0.051 

052 
053 
054 
055 

0.056 

057 

058 

059 

060 

0.061 
062 
063 
064 
065 

0.066 
067 
068 

069 

070 

0.071 

072 
073 
074 
075 

0.076 

077 
078 

079 
080 

0.081 
082 
083 
084 
085 

0.086 
087 

088 
089 
090 

0.091 
092 

093 
094 
095 

0.096 



0.032 

033 
034 
035 
036 

0.036 

037 
038 
039 

040 

0.041 
041 

042 

043 
044 

0.045 
046 
046 

047 
048 

0.049 
050 
050 

051 
052 

0.053 
054 
054 

056 

0.057 
058 
058 
059 
060 

0.061 
061 
062 
063 
064 

0.065 
065 
066 
067 
068 

0.068 
069 

070 
071 
071 

0.072 
073 
074 
074 
07S 

0.076 
077 
077 
078 
079 

0.079 



7120 
5677 
4208 

»713 
1192 

9646 

8075 
6478 
4856 
3209 

1537 
9841 
8121 
6376 

4607 

2814 
0998 
9157 
7*94 
5407 

3496 
1563 
9607 
7628 
5626 

3602 
1556 
9488 
7397 
5285 

3150 
0994 
8817 
6618 
4398 
2157 
9895 
7612 
5308 
2984 

0639 
8274 
5888 
3483 
1057 

8612 
6146 
3661 
"57 
8633 
6090 

35*7 
0945 

8345 

5725 

3087 
0430 

7754 
5060 
2348 
9617 



Diff. 



8557 
8531 
8505 

8479 
8454 

8429 
8403 
8378 
8353 
8328 

8304 
8280 
8255 
8231 

8207 

8184 
8159 
8137 
8113 
8089 

8067 
8044 
8021 
7998 
7976 

7954 
793» 
7909 
7888 
7865 

7844 
7823 
7801 

7780 
7759 

7738 
7717 
7696 
7676 
7655 

7635 
7614 

7595 
7574 
7555 

7534 
7515 
7496 
7476 
7457 

7437 
7418 
7400 
7380 
7362 

7343 
73*4 
7306 
7288 
7269 



0.096 
097 
098 
099 
100 

o.ioi 
102 
103 
104 
105 

0.106 
107 
108 
109 
110 

O.Ill 
112 

"3 

114 

"5 
0.116 
117 
118 
119 
120 

0.121 
122 

"3 
124 

"5 
0.126 
127 
128 
129 
130 

0.131 
13a 
133 
'34 
135 

0.136 
137 
138 

139 
140 

0.141 
142 
»43 
144 
HS 
0.146 
• 147 
148 
149 
150 

0.151 
152 
153 
154 
155 

0.156 



logiyij 



0.079 
080 
081 
082 
082 

0.083 
084 
084 
085 
086 

0.087 
087 
088 
089 
089 

0.090 
091 
092 
092 
093 

0.094 
094 
095 
096 
096 

0.097 
Ö98 
098 
099 
100 

0.100 
101 
102 
102 
103 

0.104 
104 

105 
106 
106 

0.107 
to8 
108 
109 
110 

o.iio 
112 

112 

"3 
0.114 

114 

"5 
116 
116 

0.117 
118 
118 
119 
119 

0.120 



9617 
6868 
4101 
1316 
8513 

5693 
2854 
9999 
7125 

4*35 

1327 
8401 

5459 
2500 

95*3 
6530 
3520 
0494 
745« 
4391 

UM 
8223- 

5114 
1990 

8849 
5692 
2520 

9331 
6127 

2907 

9672 
6421 
3«54 
9873 
6576 

3*64 
9936 
6594 
3*37 
9865 

6478 
3076 
9660 
6229 

2783 

93*3 
5849 
2360 

8857 
5340 

1809 
8264 
4704 
1131 

7544 

3943 
0329 
6701 
3059 
9404 
5735 



Diff. 



7*5' 
7*33 
7215 

7197 
7180 

7161 

7145 
7126 
7110 
7092 

7074 
7058 
7041 
7023 
7007 

6990 
6974 
6957 
6940 
6924 

6908 
6891 
6876 
6859 
■6843 

6828 
6811 
6796 
6780 
6765 

6749 
6733 
6719 

6703 
6688 

6672 
6658 

6643 
6628 
6613 

6598 
6584 
6569 

6554 
6540 

6526 
6511 
6497 
6483 
6469 

6455 
6440 
6427 
6413 
6399 

6386 
637* 
6358 
6345 
633' 



0.156 

157 
158 

159 
160 

0.161 
162 
163 
164 
165 

0.166 
167 
168 
169 

170 

0.171 

172 

'73 
174 

'75 

0.176 

177 
178 

'79 
180 

0.181 
182 
183 
184 
185 

0.186 
187 
188 
189 
190 

0.191 
192 
'93 
'94 
195 

0.196 
'97 
198 

'99 

200 

0.201 
202 
203 
204 
205 

0.206 
207 
208 
209 
210 

0.211 

212 

*I3 

214 

215 

0.216 



log 17 17 



0.120 
121 
121 
122 
1*3 

0.123 
124 
124 

'*5 
126 

0.126 
127 
128 
128 
129 

0.129 
130 

'3' 
'3' 
132 

0.132 
'33 
134 
'34 
'35 

0.135 
136 

'37 
'37 
138 

0.138 

139 
140 
140 
141 

0.141 
142 
'43 
143 
144 

0.144 
145 
146 
146 

'47 

0.147 
148 
148 

'49 
150 

0.150 
'5' 
'5' 
'5* 
152 

0.153 
154 
'54 
155 
'55 

0.156 



5735 
2053 

8357 
4649 

09*7 

719* 
3444 
9682 
5908 
2121 

8321 
4508 
0683 

6845 
2994 

9131 
5*55 
'367 
7466 

3553 

9628 
5690 

1740 
7778 
3804 

9818 
5821 
1811 

7789 
3755 
9710 
5653 
1585 
7504 
341* 

9309 
5194 
1068 
6931 
2782 

8622 
4450 
0268 

6074 
1869 

7653 

34*7 
9189 
4940 
0681 

6411 
2130 
7838 

3535 
9222 

4899 
0564 
6220 
1865 
7499 
3'*3 



Diff. 



6318 
6304 
6292 
6278 
6265 

6252 
6238 
6226 
6213 
6200 

6187 
6175 
6162 
6149 
6137 

6124 
6112 
6099 
6087 
6075 

6062 
6050 
6038 
6026 
6014 

6003 
5990 
5978 
5966 
5955 

5943 
593* 
59'9 
5908 
5897 

5885 
5874 
5863 
585' 
5840 

5828 
5818 
5806 
5795 
5784 

5774 
5762 

5751 
5741 
5730 

5719 
5708 

5697 
5687 

5677 

5665 
5656 
5645 
5634 
5624 



43^ 
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h 

0.216 
217 
218 
219 
220 

0.221 
222 
223 
224 

0.226 
227 
228 
229 
230 

0.231 
232 
233 

i34 

23s 

0.236 

^37 
238 

239 

240 

0.241 
242 

243 
244 

245 
0.246 
247 
248 
249 
250 

0.251 
252 
253 
254 
255 

0.256 
257 
258 
259 
260 

0.261 
262 
263 
264 
265 

0.266 
267 
268 
269 

270 

0.271 

272 

273 
274 

275 
0.276 



logi;^/ 



0.156 
156 

157 
157 
158 

0.159 

159 
160 
160 
161 

0.161 
162 
162 
163 
164 

0.164 
165 
165 
166 
166 

0.167 
167 
168 
168 
169 

0.170 
170 
171 
171 

172 

0.172 
173 

173 
174 
174 

0.175 
175 
176 
176 

177 

0.178 
178 

179 
179 
180 

0.180 
181 
181 
182 
182 

0.183 
183 
184 
184 
185 

0.185 
186 
186 
187 
187 

0.188 



3123 

8737 
4340 
9933 
5516 

1089 
6652 
2204 
7747 
3279 
8802 

4315 
9817 
53>o 
0793 
6267 
1730 
7184 
2628 
8063 

3488 
8903 

4309 
9705 
5092 

0470 
5838 
1197 
6547 
1887 

7218 
2540 

7853 
^156 

8451 

3736 
9013 
4280 

9538 

4788 

0029 
5261 
0484 
5698 
0903 

6100 
1288 
64Ä7 
1638 
6800 

1953 
7098 

2235 
7363 
2483 

7594 
2696 

7791 
2877 
7955 
3024 



Diff. 



5614 
5603 
5593 
5583 
5573 

5563 
5552 
5543 
5532 
5523 

5513 
5502 

5493 
5483 
5474 

5463 
5454 
5444 
5435 
5425 

5415 
5406 

5396 
5387 
5378 

5368 
5359 
5350 
5340 
5331 
5322 
53"3 
5303 
5295 
5285 

5277 
5267 
5258 
5250 
5241 

5232 
5223 
5214 
5205 
5»97 
5188 
5179 
5171 
5162 

5153 

5H5 
5'37 
5128 
5120 
5111 

5102 

5095 
5086 
5078 
5069 



0.276 
277 
278 
279 
280 

0.281 
282 
283 
284 
285 

0.286 
287 
288 
289 
290 

0.291 
292 
293 
294 
295 

0.296 

297 
298 

299 
300 

0.301 
302 
303 
304 
305 

0.306 
307 
308 
309 
310 

0.311 
312 
313 
3H 
315 

0.316 
317 
318 

319 
320 

0.321 
322 
323 
324 
325 

0.326 
327 
328 
329 
330 

0.331 
332 
333 
334 
335 

0.336 



logi?»? 



0.188 
188 
189 
189 
190 

0.190 
191 
191 
192 
192 

0.193 
193 
194 
194 
195 

0.195 
196 
196 
197 
197 

0.198 

. 198 

199 

199 

200 

0.200 
201 
201 
202 
202 

0.203 
203 
204 
204 
205 

0.205 
206 
206 
206 

207 

0.207 
208 
208 
209 
209 

0.210 
210 
211 
211 
212 

0.212 

213 
213 
214 
214 

0.214 

215 
215 
216 
216 
0.217 



3024 
8085 
3138 
8183 
3220 

8249 
3269 
8281 
3286 
8282 

3271 

8251 

3224 
8188 

3 145 

8094 

3035 
7968 
2894 
7811 

2721 
7624 
2518 
7406 
2285 

7157 
2021 
6878 
1727 
6569 

1403 
6230 
1050 
5862 
0667 

5464 
0254 
5037 
9813 
4581 

9342 
4096 

8843 
3582 

8315 
3040 
7759 
2470 
7174 
1871 

6562 

1245 
5921 
0591 
5253 
9909 
4558 
9200 

3835 
8464 
3085 



Diff. 

5061 
5053 
5045 
5037 
5029 

5020 
5012 
5005 
4996 
4989 
4980 

4973 
4964 
4957 
4949 
4941 

4933 
4926 

4917 
4910 

4903 
4894 
4888 

4879 
4872 

4864 
4857 
4849 
4842 

4834 

4827 
4820 
4812 
4805 
4797 

4790 
4783 
4776 
4768 
4761 

4754 

4747 
4739 
4733 
4725 

4719 
471 1 
4704 
4697 
4691 

4683 
4676 
4670 
4662 
4656 

4649 
4642 

4635 
4629 
4621 



0.336 
337 
338 
339 
340 

0.341 
342 
343 
344 
345 

0.346 
347 
348 
349 
350 

0.351 
352 
353 
354 
355 

0.356 
357 
358 
359 
360 

0.361 

36» 
36J 
364 
36s 

0.366 
367 
368 
369 
370 

0.371 
372 
373 
374 
375 

0.376 
377 
378 

379 
380 

0.381 
382 
383 
384 
385 

0.386 
387 
388 

389 
390 

0.391 
392 
393 
394 
395 

0.396 



logrin 



0.217 

217 
218 
218 
219 

0.219 
220 
220 
220 
221 

0.221 
222 
222 
223 
223 

0.224 
224 
225 
225 
225 

0.226 
226 

227 
227 
228 

0.228 
229 
229 
229 
230 

0.230 
231 
23» 
232 
232 

0.233 
233 
233 

234 
234 

0.235 
235 
236 
236 
237 

0.237 
237 
238 
238 
239 

0.239 
240 
240 
240 
241 

0.241 
242 
242 
243 
243 

0.243 



3085 
7700 
2308 
6910 
1505 

6093 
0675 
5250 
9818 
4380 

8935 
3483 
8026 
2561 
7091 

1613 
6130 
0640 

5143 
9640 

4131 

8615 
3093 
7565 
2031 

6490 
0943 
5390 
9831 
4265 

8694 
3116 
7532 
1942 
6346 

0743 
5135 
9521 
3900 
8274 

2642 
7003 
»359 
5709 
0053 

439« 
8723 
3050 

7370 
1685 

5993 
0296 

4594 
8885 

3171 

7451 
1725 

5994 
0257 
45 H 
8766 



Diff. 

4615 
4608 
4602 
4595 
4588 

4582 

4575 
4568 
4562 
4555 

4548 
4543 
4535 
4530 
4521 

4517 
4510 

4503 
4497 
4491 

4484 
4478 
4472 
4466 
4459 

4453 
4447 
. 4441 
4434 
4429 

4422 

! 4416 
4410 
4404 

I 4397 

i 4392 
I 4386 
I 4379 
, 4374 
4368 

' 4361 
4356 

I 4350 
4344 

I 4338 

1 4332 
4327 
4320 
4315 
4308 

4303 
4298 
4291 
4286 
I 4280 

4274 

I 4269 

4263 

4257 

I 4252 
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0.396 


0.243 


8766 


397 


*44 


3012 


398 


244 


7*5* 


399 


*45 


1487 


400 


*45 


5716 


0.401 


0.24s 


9940 


40a 


246 


4158 


403 


246 


8371 


404 


*47 


*578 


405 


*47 


6779 


0.406 


0.248 


0975 


407 


248 


5166 


408 


248 


9351 


409 


249 


353« 


410 


*49 


7705 


0.411 


0.250 


1874 


412 


250 


6038 


413 


*5» 


0196 


414 


*5i 


4349 


41s 


*5i 


8496 


0.416 


0.252 


2638 


417 


252 


6775 


418 


*53 


0906 


419 


*53 


5032 


420 


*53 


9153 


0.421 


0.254 


3*69 


422 


*54 


7379 


4*3 


*55 


1485 


424 


*5S 


5584 


4*5 


*55 


9679 


0.426 


0.256 


3769 


4*7 


256 


7853 


428 


*S7 


1932 


429 


*57 


6006 


430 


258 


0075 


0.431 


0.258 


4139 


43* 


258 


8198 


433 


*59 


2252 


434 


259 


6300 


435 


260 


0344 


0.436 


0.260 


4382 


437 


260 


8415 


, 438 


261 


2444 


439 


261 


6467 


440 


262 


0486 


0.441 


0.262 


4499 


442 


262 


8507 


443 


263 


2511 


444 


263 


6509 


445 


264 


0503 


0.446 


0.264 


449* 


447 


264 


8475 


448 


265 


*454 


449 


265 


64*8 


450 


266 


0397 


0.451 


0.266 


4362 


45* 


266 


8321 


453 


*67 


2276 


454 


267 


6226 


455 


268 


0171 


0.456 


0.268 


4111 



Diff. 



4246 
4240 

4*35 
4229 

4**4 

4218 
4213 

4*07 
4201 
4196 

I 4191 

' 4185 

4180 

4174 
4169 

4164 
4158 
4153 
4147 
4142 

4»37 
4131 
4126 
4121 
41 16 

41 10 
4106 
4099 
4095 
4090 

4084 
4079 
4074 
4069 
4064 

4059 
4054 
4048 

4044 
4038 

4033 
4029 

40*3 
4019 
4013 

4008 
4004 
3998 
3994 
3989 

3983 
3979 
3974 
3969 
3965 

3959 
3955 
3950 
3945 
3940 



0.456 
457 
458 
459 
460 

0.461 
462 
463 
464 
465 

0.466 
467 
468 

469 

470 

0.471 
47* 
473 
474 
475 

0.476 
477 
478 
479 
480 

0.481 
482 
483 
484 
485 

0.486 
487 
488 
489 
490 

0.491 
49* 
493 
494 
495 

0.496 
497 
498 
499 
500 

0.501 
502 
503 
504 
505 

0.506 
507 
508 
509 
510 

0.511 
51* 
513 
S14 
515 

0.516 



logrjrj 



0.268 
268 
269 
269 
269 

0.270 
270 
271 
271 
271 

0.272 
272 
*73 
*73 
*73 

0.274 

*74 

275 

*75 
*75 
0.276 
*76 
276 
277 
277 

0.278 
*78 
*78 
279 
279 

0.280 
280 
280 
281 
281 

0.281 
282 
282 
283 
283 

•0.283 
284 
284 
284 
285 

0.285 
286 
286 
286 

*87 

P.*87 
*87 
288 
288 
289 

0.289 
289 
290 
290 
290 

0.291 



4111 
8046 

1977 
5903 
98*4 

3741 
7652 

1559 
5462 
9360 

3*53 
7141 
1025 
4904 

8778 

2648 
6513 
0374 
4*30 
8082 

1929 

5771 
9609 
3443 

7272 

1096 
4916 
873* 
*543 
6349 
0152 
3949 
7743 
1532 
5316 

9096 

2872 
6644 
0411 
4173 

793* 
1686 

5436 
9181 
2923 

6660 
0392 
4121 

7845 
1565 

5281 
8992 
2700 

6403 
0102 

3797 
7487 
1174 
4856 
8535 
2209 



Diff. 



935 
931 
926 

9*1 
917 

9" 

907 
903 
898 
893 

888 
884 
879 
874 
870 

865 
861 
856 
85* 

847 

842 
838 

834 
829 
824 

820 
816 
811 
806 
803 

797 
794 
789 
784 
780 

776 
77* 
767 
762 

759 

754 
750 
745 
74* 
737 

73* 
7*9 
7*4 
720 
716 

711 
708 
703 
699 
695 

690 
687 
682 
679 
674 



16 

17 
18 

19 
20 

21 
22 

*3 

24 

*5 
26 

*7 
28 
29 
30 

3» 

3* 
33 
34 
35 

36 
37 
38 
39 
40 

41 
4* 

:43 

44 
45 

46 

;47 

48 

49 
50 

51 
5* 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 

71 
7* 
73 
74 
75 
76 



logTJIJ 



0.291 
291 
291 
292 
292 

0.293 

*93 
*93 
294 
294 

0.294 
*95 
*9S 
295 
296 

0.296 

297 
*97 
297 
298 

0,298 
298 
299 
299 
299 

0.300 
300 
300 
301 
3o> 

0.302 
302 
302 
303 

303 

« 

0.303 
304 
304 
304 
305 

0.305 
305 
306 
306 
306 

0.307 
307 
308 
308 
308 

0.309 
309 
309 
310 
310 

0.310 
3" 
3" 
3" 
3" 

0.312 



2209 
5879 
9545 
3*07 
6864 

0518 
4168 
7813 
H55 
5092 

8726 

*355 
5981 
9602 
3220 

6833 
0443 
4049 
7650 
1248 

484* 
843* 
2018 
5600 
9178 

275* 
63*3 
9889 
345* 
7011 

0566 
4117 
7664 
1208 
4748 

8284 
1816 

5344 
8869 
2390 

5907 
94*0 
2930 
6436 
9938 

3437 
6931 
0422 
3910 
7394 

0874 
4350 
7823 
1292 

4758 

8220 
1678 
5»33 
8584 
2031 

5475 



Diff. 



3670 
3666 
3662 
3657 
3654 

3650 

3645 
3642 

3637 
3634 

36*9 
3626 
3621 
3618 
3613 

3610 
3606 
3601 
3598 
3594 

3590 
3586 
3582 
3578 
3574 

3571 
3566 
3563 
3559 
3555 

3551 
3547 
3544 
3540 
3536 

353* 
35*8 
35*5 
3521 

3517 

35>3 
3510 
3506 
3502 
3499 

3494 
3491 
3488 

3484 
3480 

3476 
3473 
3469 
3466 
3462 

3458 
3455 
345» 
3447 
3444 
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Tafel X (vergl. pag. 


195). 








X 


I07.| 


X 

— 0.240 


Io7.| 
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21 
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36 


68 


93 


273 
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I.OO 
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187 


22 


218 


62 
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51 


68 


232 


269 


9.33 


I.OO 
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72 


»3 


171 
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0.08 


I.OO 
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70 


165 


315 


9.90 
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26 


44 


58 
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145 


70 
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1785 Jan. 27 


94 


*7 


196 


43 


9.40 
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73 
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28 
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73 
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76 


29 


136 


167 


9-97 
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74 


44 


339 
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30 


102 • 


116 
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74 


254 
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30 
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240 
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77 


312 


322 


0.61 
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60 


31 


94 


48 


0.20 
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78 


97 


95 


9.85 
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229 


31 


353 


79 
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49 


79 


85 161 


9.47 


I.OO 
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2l8 


32 


179 


280 


9.69 
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[13] 


79 


91 31 


9.93 


I.OO 


1652 Nov. 13 


38 


33 


26 


88 


9.85 


I.OO 


1779 Jan. 4 


87 


79 


141 


55 1 9.90 


I.OO 


1759 Nov. 27 


73 


33 


84 


118 


965 


I.OO 


1661 Jan. 27 


39 


80 


30 


243 


9.96 


0.98 


1861 Juni 3 


220 


33 


92 


116 


9.71 


I.OO 


1532 Oct. 18 


26 


80 


186 


324 


9.87 


I.OO 


1840 April 3 


158 


33 


201 


22 


987 


0.98 


1857 Aug. 24 


208 


80 


324 174 


0.08 


I.OO 


1860 Febr. 17 


216 


34 


47 


354 


9.81 


1.00 


1860 Sept. 21 


219 


81 


275 288 


953 
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1819 Juni 28 


130 


37 


79 


6 


9-59 
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1618 Nov. 8 


37 


82 


84 241 


9.89 
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90 


38 


224 


3" 
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83 


105 


183 


0.12 
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1863 Dec. 29 


231 


39 


125 


264 


9-94 
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1737 Juni 8 


62 


83 


181 


318 


0.15 


I.OO 


1774 Aug. IS 


86 


40 


198 


117 


0.30 


I.OO 
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143 


83 


300 


49 


9.84 
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43 


40 


206 


89 
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1850 Oct. 19 
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85 


78 


91 


9.82 


0.96 


1846 März 5 
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41 


176 


HS 


9.09 


I.OO 


1769 Oct. 8 


80 


85 


117 


191 


9.90 


I.OO 


1863 Febr. 3 


236 


41 


3*4 


94 


9.90 


0.99 


1854 Oct. 28 


201 


85 


215 


63 


9.98 


I.OO 


1849 Jan. 19 


184 


41 


346 


43 


o.io 


0.92 


1852 Oct. 13 


«93 


85 


250 306 


9.80 


I.OO 


1863 April 21 


228 


43 
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268 


8.69 


I.OO 


18 16 März I 




85 


279 249 


9.92 


0.99 


1861 Juni 12 


221 


44 


84 


150 


0.08 


0.93 


18 15 April 26 


127 


86 


350 los 


0.00 
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1762 Mai 28 


75 


44 


123 


106 


9.69 


I.OO 


1798 April 5 
240 Nov. 10 


HO 


88 


168 180 


8.95 


I.OO 


1593 Juli 19 


34 


44 


202 


293 


9-57 


I.OO 


U 


88 


313 75 


9.89 


I.OO 


1857 März 21 


206 


45 


57 


51 


0.16 
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1783 Nov. 20 


92 


89 


55 82 


9.93 


I.OO 


1707 Dec. 12 


57 


46 


118 


296 


9.40 


I.OO 


1844 Dec. 14 


166 


90 


71 183 


0.08 


I.OO 


1818 Febr. 26 


128 


46 


146 


161 


9.98 


I.OO 


574 April 7 


5 


90 


193 II 


9.95 


I.OO 


1825 Aug, 19 


141 


47 


47 


199 


9-35 


I.OO 


1744 März I 


67 


9t 


235 »55 

i 


8.43 


I.OO 


1826 Nov. 18 


146 
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Tafel XL 



f 


Q 


n 


logy 

9.63 : I 


e 
00 


T 

178s April 8 


No. 
95 


t 

129« 


Q 


n 


log 9 
0.34 


e 

0.97 


T 


No. 


1 " 

92" 65« 193'* 


190" 153° 


1855 Febr. 5 


203 


9» 253 5 


8.42 |l 


00 


1865 Jan. 14 


(237; 


129 


330 250 


9.72 


1.00 


1797 Juli 9 


109 


95 234 252 


9.92 I 


00 


1748 April 29 
1859 Mai 29 


69 


130 


16 


347 


0.00 


1.00 


1723 Sept. 28 


59 


95 357 279 


9.30 ! 1 


00 


215 


131 


32 


243 


9-93 


i-oo 


1844 Oct. 17 


165 


96 


65 213 


9.52 I 


•00 


1867 Nov. 7 


(241) 


131 


284 


71 


9.99 


1.00 


1792 Dec. 27 


105 


96 


176 262 


9.74 


98 


1683 Juli 13 


47 


131 


317 


356 


9.96 


1.0s 


1852 April 21 


192 


96 


212 113 


951 > 


00 


1848 Sept. 8 


183 


131 


338 


54 


9.60 


0.99 


184s Juni 6 


169 


97 


31S ; 57 


9.44 I 


00 


i8s4 März 24 


199 


«32 


54 


179 


9.76 


i-oo 


1868 Juni 26*) 


(242) 


97 


338 1 70 


0.2s I 


00 


1847 Aug. 9 


179 


132 108 


207 


9.54 


I-oo 


1787 Mai II 


98 


99 


43 248 1 0.08 1 1 
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1813 Mai 20 


126 


134 8 


127 


9.72 


I-oo 


1743 Sept. 21 


66 


100 


174 206 


0.33 I 


00 


1847 Juni 5 


178 


134 


324 


217 


9.59 


I-oo 


1808 Mai 13 


119 


100 1 325 64 


9.74 » 


00 


1858 Juni 5 


212 


I3S 


138 


20 


9-59 


I-oo 


1506 Sept. 4 
1864 Juli 28 


25 


loi 3 86 


9-74 1 I 


00 


961 Dec. 30 


8 


ns 


175 


161 


9.80 


I-oo 


(232) 


101 140 352 


9.53 ^ 


00 


1433 Nov. 4 


21 


135 


338 


5 


9.10 


I-oo 


1830 Dec. 28 


151 


lOl 


149 19 


0.34 I 


00 


1747 März 3 


68 


136 


67 


132 


9-93 


i.oo 


1468 Oct. 7 


22 


101 


239 338 


9.45 I 


00 


1677 Mai 6 


44 


136 


318 


339 


9.91 


I 00 


1827 Juni 8 


148 


102 


185 , 336 


9.70 I 


00 


1827 Febr. 5 


147 


137 


73 


277 


0.07 


I 00 


1832 Sept. 26 


152 


103 328 104 


9.80 1 


00 


1799 i^ec. 26 


"3 


138 


145 


117 


9.92 


I-oo 


1861 Dec. 7 


222 


104 i 231 , 27 


9.03 I 


00 


1665 April 24 


41 


138 


250 


los 


9.89 


I-oo 


1798 Dec. 32 


111 


104 , 303 


332 


9.36 I 


00 


1823 Dec. 9 


137 


138 


301 


106 


9-77 


I-oo 


1701 Oct. 17 


54 


105 ^ 29 


28s 


9.25 I 


00 


IS77 Oct. 27 


29 


138 


356 


226 


9.90 


I 00 


1862 Dec. 28 


22s 


105 268 63 


9.88 I 


00 


1491 Jan. 5 


24a 


139 


245 


346 


9.70 


I-oo 


1766 Febr. 17 


78 


106 1 49 218 


8.96 I 


00 


1821 März 22 
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140 
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191 


9.92 


I 00 


1337 Juni 15 


16 


106 « 208 t 88 


9.70 I 


00 


1842 Dec. 16 


160 


140 


192 


346 


o.ii 


I 00 


1792 Jan. 14 


104 


107 141 1 206 


0.02 I 


00 


181 1 Sept. 12 


122 


141 


25 


156 


978 


1.00 


1808 Juli 12 


120 


108 


142 1 36 


9.71 1 


00 


1780 Nov. 29 


89 


142 


98 


336 


9-93 


1.00 


1822 Juli 16 


135 


108 


191 1 107 


9.52 I 


00 


1847 Nov. 14 


182 


142 


139 


234 


0.00 


1.00 


1857 Nov. 19 


210 


109 348 62 


9.81 I 


00 


18 £4 Juni 22 


200 


144 


I 


84 


7.74 


1.00 


1843 Febr. 27 


161 


110 , 32 264 


9.97 I 


00 


1864 Oct. 11 


234 


145 


323 


188 


03 


I.Ol 


1806 Dec. 29 


117 


III 


"5 


219 


9.50 I 


00 


1299 März 31 


14 
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216 


"3 


0.09 


1.00 


1825 Dec. u 


142 


III 


324 


73 
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00 


1699 Jan. 13 


53 


147 77 


132 


0.17 


1.00 


1847 Aug. 9 


180 


III 


339 


99 945 I 


00 


1558 Sept. 13 
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28 


149 ' HO 


10 


9.72 


1.00 


1770 Nov. 22 


82 


112 


187 


155 989 I 


00 


64 
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0.01 


1.00 


1718 Jan. IS 


58 


"3 251 


25s 0.03 I 


00 


1863 April 5 


227 
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1.00 
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I 


114 


137 290 1 9.98 |o 


96 


1862 Aug. 23 


224 


150 


169 117 1 9.75 
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33 


114 


227 1 38 0.31 I I 


00 


i8s4 Jan. 4 
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174 
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1790 Jan. 17 
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115 


18 1 202 ' 0.20 ' I 

1 1 


00 
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108 
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1846 Juni 5 


175 


116 
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00 
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153 


78 


140 9.98 


I.oo 


178 1 Nov. 30 


91 


117 


90 ! 79 1 9.93 i I 


Ol 


1818 Dec. 5 
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157 


260 
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I.oo 
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117 
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00 


1858 Sept. 30 


213 


158 
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270 9.66 
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18 


119 
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159 ' 45 
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114 
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52 I9-84 


1.00 


1813 Murz s 


125 


120 


104 , 191 9.78 , 1 


00 


770 Juni 7 


6 


159 84 


35 lo.oi 


I.oo 


1664 Dec. 4 


40 


120 


109 349 1 9.61 ; I 


00 


1793 Nov. 5 


106 


IS9 160 


315 o.is 


I 00 


1858 Oct. 13 


214 


120 


177 250 


9.89 I 


00 


565 Juli II 


3 


160 70 ; 345 0.04 


I 00 


1853 Febr. 24 


194 


121 


24 158 


957' 1 


00 


1857 Juli 18 


207 


160 1 220 


210 0.00 


I 00 


— 137 April 29 
1006 Alärz 22 


i« 


121 


93 273 : 8.28 1 1 


00 


1689 Nov. 29 


50 


162 


50 


144 9-77 


I.oo 


" 


121 


237 33 


0.09 ! I 


00 


1840 März 13 


157 


162 


55 


166 9.77 


0.97 


period. Comet 


19 


122 


41 ; 240 


9.96 


99 


1853 Mai 10 


195 


163 1231 


42 9-99 


0.91 


1866 Jan. 11 


^238) 


122 


161 ! 240 


0.14 1 


00 


1846 Mai 28 


173 


163 ' 341 


159 ' 05 


I.oo 


1864 Dec. 28 


(236) 


123 


20 127 


9-95 1 


00 


1825 Mai 31 


140 


168 158 


216 0.03 


I.oo 


1788 Nov. 10 


99 


124 


IS , 140 


975 I 


00 


1857 Sept. 31 


209 


168 , 270 


267 984 


I.oo 


1698 Oct. 19 


52 


124 


209 314 I9.83 1 1 


00 


1739 Juni 17 


63 


169 1 220 


137 9.76 


I.oo 


837 März I 


7 


125 


23s 209 


9-77 . I 


00 


1824 Juli 12 


138 


170 51 


17 0.09 


1.00 


185s Nov. 25 


20s 


126 


"5 3 


9 00 I 


00 


1780 Oct. I 


88 


170 S5 


164 9.77 


I.oo 


— 12 Oct. 9 


Ir 


126 


ISO 49 


9.14 I 


00 


1827 Sept. 12 


149 


»71 , 59 


269 0.31 


1.00 


183s März 28 


155 


126 
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95 
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996 


I.oo 


1864 Aug. 16 


(233) 
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*) Der letzte in dieser Zusammenstellung aufgenommene Komet. 



Oppolzer, BaknbestimmQngf^n. 
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Formeln zur Berechnung einer Eometenbahn 

nach Olbers' Methode (pag. 121 ff). 

Heobachtungszeit Beob. -Länge Beob.-Hreite Sonnenlänge Entfg. 

1. Beobachtg. T, l, ß, L, R, 

2, » T„ X„ ß„ L,f R„ 

3* ** ^tti ^itt ßfff J-*w ^tn 

Olbers' Methode ist mit Vortheil anwendbar, wenn ist : 

sin(e — fj<±i 
tgi = — ~^f' ^ecß„ tgto = tg [X,, — L„) cosec/J,, 

i und t't, sind stets kleiner als i8o°. Ist Olbers* Methode nicht anwendbar, so hat man 
das auf pag. 133 ff angegebene Verfahren zu befolgen. 

I. 

^^.„ T sin (X„ — L „) ^ T„, — T„ smß, cotgJ— sin {l, — /.,,) cos^ , 

^ tgA, J„ — 7, sin {l,,,— L„] cogft,, — sin/»,„ cotgJ^ 

II. 
Rf,, cos {L,„ — L,) — R, = ff cos (G — L,) cos {X, — L,) cos/?, = cos ifß, 

R,„ sin {L,„ —Lf) = jr sin ( G — i,) cos (X„, — L„) cosß,,, = cos tp„, 
ff stets positiv. 
Nach costpf und cosi^,,, kann sini/^, und sin^,,, bestimmt werden , welche Sinus stets 
positiv anzunehmen sind; ist die Bestimmung aus cosxp sehr unsicher, so ist auch: 
Binip,'^ = co8/?,2 sin {X, — iy,)^ -|- sin/J,^ sini//,,,^ -= cos/?,,,^ gjj^ (^^^^ — j[^^^^j2 _|« sin/?„,^ 

Ä, cos i/', =/, ; M, sin i^, = /^, , ^^^ — =/ w ; ^ — = x>w 

m. 

M cosßff, — cos [X,„ — X,) cos/?, = h cos ^ cos (£r — X,„) cos f cos [O — -ff) = cos q> 

sin (A,„ — i,) cos/?, = A cos ^ sin (ff — A,„) -|- cos g> = y 

Msiuß,,, — sin/?, = Ä sin ^ ~ sin y = -4 

i& stets positiv. 

Ist die Bestimmung von simp (stets positiv) aus cosy unsicher, so kann nian 

rechnen : 

Hing>^ = cos?« gin (ö — H)'^ + sinf 2 

IV. 

Zu der folgenden Auflösung muss die Tafel Vlll benutzt werden , die log/i mit 
dem Alimente r/ finden lässt. Es muss q, so bestimmt werden , dass «| = «2 wird 
(vergl. pag. 125 ff). 



"Digitized by 



Google 



347 

2k(T„,— T,) =T log 2^ = 8.536611 
^'I"^' = tgS, r, = R, sin^f, secß, 

^' Z^"' = tg d„, r,„ = R„, sin xp,,, sec &„, 

^'^ ^ = tg^ ^i = ff sin^) sec^ 

T TU 

V = 3 *2 = ^^1 

V. 

q, cos ( A -i,) cos ß,-R, = r, cosi, cos (/,-iy,) q„, cos (X,„-X„„) co8ß„,-R,„=r„, cosb„, cos (/„-//,„) 
5, sin (A,-i,) cos ß, = r, cosi, sin (/, -L,) q,„ sin {X„, - L,„) cos ^,„ = r,„ cosb,„ sin (l„-L,„) 

Q, sin /?, = r, sin b, q„, sin /?,„ = r,„ sin i,„ 

n und r,„ muss wie in IV gefunden werden. 

VI. 
(l,„ — /,) positiv, so ist tg« positiv, also : « < 90" 
(/„, — /,) negativ » » » negativ, » t^go*' 
tgj, = tgt sin(/, — Q) 

sin (/„,— /,) ^ ^' ^ 

vn. 

tgi<±i tgt>±i 

^*''— cos« «^"'— cos,- ' ^''' — cos(/,-Q)8in.- ^'''" " cos(/,,-ö)8int 

t< wird in dem Quadranten gewählt, der einerseits durch das Zeichen von tg« bestimmt 
ist, andererseits muss sinw mit sin 6 gleich bezeichnet sein. Als Probe: 

-2 = i {r. + r„, + 8) tgi {u..,-u,) = j/ '^'^^'f^f ~'"^ 

VIII. 

-4r = Yg cos]| t?, t>„, = v,+ (u^ — u,) ü) = u,„ — v„, 

IX. 
M wird mit dem Argument v aus der Tafel V entnommen. 
T= Z — 3f,y* T= T,„ - 3f,„yi 

Die Uebereinstimmung der beiden Werthe von 7 muss eine vollständige sein. 
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Formeln zur Berechnung einer Planetenbahn 

aus drei Orten (pag. 238 ff). 

Beobachtuiigszcit l^eob.-Iiänge Beob.-Hreite Sonnenlänge Entfg. 

1. Heobachtg. T, X, ß, L, R, 

2. » T„ l„ ß„ L„ R„ 
3» ^ J^in X„, p„f L,,, Rt„ 

I. 

cos (//, = cos ßf cos [Xf — L!) cos ip„, = cos ß„, cos (k„, — L„!) 

sin \p, cos Pf = cos/^, sin (i, — L,) sin \ff,„ cosP,,, = cos/?,,, sin [X,„ — Z/„,) 

sin (/;, sin P, = sin //, sin i//,„ sin P„, = sin /?,„ 

/ = R, cos i/;, /„ = R„, cos i/^,„ 

B, = R, sin i//, B,„ = R,„ sin »//„, 

R; = R, sin (i, — L,) Ze;" = 74, sin {X„, — Z,„) 

Ä/ = — R, cos (X, — L,) RJ" = — R,„ cos (X,„ — Zy,„) 

IL 

cos (X, — X„) cosßf sin/?,, — sin/9, cos/?,, = sinz/, costr, 
sin (i, — X„) cos /?, = sin J, sin w?, 
cos (X„, — X„) cos/?,,, sin /?„ — sin/?,,, cos/?,, = sin ^„, cos «r,„ 
sin (X„f — A„) cos/?,,, = sin^,,, sintr,,, 
sin/?,, sini£7„, = ff, sinG, sin/?/, sintr, = ff,„ sinG,,, 

— cos tr„, = ff, cos G, — cos w, = ff,„ cos G,„ 

G, — X„ = F, G„, — X„ = F„, 

9' ^q Oji* ^fj 

sin J, sin [w,„ — w,) ^' sin >/,„ sin [w, — to„,) ^'" 

q, R. sin (L, + J",) = ^ ' q.„ R,„ sin (L„, + F,„) == ^ '" 

— y, R„ sin (L„ + /;) = 5 ' - q„, R„ sin (i„ + F,„) = B'" 

q, R,„ sin {L,„ + F,) = C q,„ R, sin (L, + F,„) = C" 



{T"-T']k = T"- "-^ = v„ ul' + (I), + (2), = (/), 

[r"-T')k = T" X'X"^V, ■ -{(I),/I„+ (2),/^} =(//), 

(r" - T") k = x' '-^ = V., ~ {(I), V„ + (2), Vi} = (///), 





m. 


t'« t'" 


= "0 


t" 




= "1 


t't'"2 


= Vl 


r" 


»" 

5'-^ 


= (I), 




= (2), 



logA = 8.235 581 

1 (r"2 _ t'2) = //„ C -^ = (2), A'" 4- (I),« + (2),„ = (/)„ 
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^ (^'"2 _ t'^ =fl, B"' -^ = (I)„, {(2)„, n, - (I)„, /Uj) = (//)„, 

i (t"2 - t'" 2) = ^2 (?'" ~ = (2),„ {(2),„ Vi + (I)„, yj) = (///)„, 

IV. 

Q, == (/), 4- (//), X + (III), xy Q,„ = (/)„, + (//)„, X + {///)„, xy 

-p^ = tg e, ?2^^' = tgö„, 



r, = (p, — /) cosecö, r,^ = (5,,, — /„) cosecö« 



^ = K+Ö5 rfiog^, = ^"g^ - ^°g"' — i^:5Lp??J3^)- 



r„, — r. 






r, cos (/, — X!) cos i, = q, cos/?, + Ä'^ n„ cos (/,,, — X,„) cos b,„ = p,„ cos/?,,, + R"'c 

r, sin (/, — A,) cos h,=^ R*^ rf„ sin (/,„ — X,„) cos i„, = R"\ 

r, sin i, = q, sin/?, r,„ sini,,, = p,„ sin/?,„ 

sin 2/" = sin2.| (/„, — /,) cos J, cos J„, + sin^^ [h,„ — J,) 

'"" = r.^^17^? *^ <45° + «) = j>"| 

'"•— -^^' «" — J + /„ 

„ — , _i_ 44 . V*" log* = 9-920 819 

-^-mÄ_ lo«V =0.087 .50 

1 + etc. loglf = 9.958 607 

VI. 

C08i(/'+^)tg2w = 8ini(F— C?)co8i9)(y)2; co8i(/"— ^) tg2w = sini(i^+C?)8mi9)(y)2 
8in|(/"-f-y)8ec2ft»=cos|(l^G)cos|9p(y)2; 8ini(/"— ^)8ec2ft>=co8|(i^+G)8in^9)(y)2 

Probe: (y)»=i^^^^^^^ 
t,=F-r E,=G-g 



VII. 



sin</) 



^ - V X" y 


" ~sini" 


a =j9 sec2 (p 


3f, =jB, — c'sin^. 


log*" = 3.550 007 


Jtf,„ = jB,„ — e"sinjB,„ 



Digitized by 



Google 



350 

VIII. 

tgb, = tgt ein (/, — Ö) • tgw, = tg (/, — Ö) sect 

tK^LJ^^i^kzii)=tg,-co8(/,-ö) tg«„, = tg(/,„-Q)8ec.- 

u ist in demselben Quadranten anzunehmen in dem (/ — Q) li^. 
Probe : u,„ — u, = if" 

TT = W, 4- Q — ü, TT = tt,^ + Q — ü,,, 

IX. 

Darstellung der zweiten Beobachtung: 

M, = M,+ (r'~ r)fi^M„, - (T"'-T")fi 

r„ cosü^ = a cos^;, — a sinq> • 

r„ sinr^, = a cos g> sin £„ 
w,, = v„ + {n^Q) 
Q„ C08/9,, COS {l^ — Q) = r„ co8u„ -f- i?^ cos (L„ — Ö) 
Q„ cos/?^ sin (/^ — ö) = r^ sinw,, cos« + It„ sin {L„ — Q) 

^^ sin/?,, Ä= r,, sinu,, sini 
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Formeln zur Berechnung einer Planetenbahn 

aus vier Orten (pag. 265 fF). 
Beobachtungszeit Boob.-Iünge Heob.-Breite Sonnenlänge Entfg. 



I. Keobachtg. 


r 


X' 


ß' 


L' 


R' 


2. » 


T" 


l" 


iß") 


L" 


R" 


3- » 


rp ti 


K 


ißö) 


T " 


Rö' 


4. » 


rpfff 


V" 


ß'" 


L'" 


R'" 



<f' = sin (r - X') cos/?' (f „' = sin (V - X') cos/?' 

(f'" = sin (r - X") cos/?'" cf „'" = sin {X'" — XJ) cos/?'" 

A = R' sin iL' - X") : (f"' A^ = R' sin [L' - V) : (f o'" 

5 = Ä" sin [L" - X") : ^"' B, = Ä„" sin {X„" - V') .: cf o" 

C = R'" sin (Z"' — r ) : (f '" C„ = R'" sin (L" - V) : cf o" 

i) = cf' = cf"' i>o = cfo':cfo" 

cos ^, = cos/?' cos (A' — JL' ) cos »/>,„ = cos/?'" cos (r' — L'") 
sin V, cosP, = cos/?' sin (A' — Z') sin i/»„, cosP,,, = cos/?'" sin (!'" — Z'") 
sin «/», sin P, = sin/?' sin «//„, sinP,„ ^ sin/?'" 

f, = R' coBXf>, /„, = R '" cos !/»,„ 

5, = Ä'8in?^, 5„, = Ä'" sini/;,,, 

R; = R' sin (;i' — i' ) Ä,'" = Ä '" sin (X'" - L" ) 

Äc' = — Ä ' cos {X' — L' ) RJ" = — B '" cos (X'" — L" ) 

II. 



»' = * (2"" - 


-T") 


T„' = A(r"'-3;'') 


T'"=/t(7"'- 


T') 


»„'" = A(?;"-r,) 


t'' = A(7""- 


-7") 


IogA = 8.235 5814 


,^ ^ = (I) 




§^<4,= (l)o 


-,^-Ä=(2) 




-,4;5„=(2)„ 


%r.D=[i) 




^,^o=(3)„ 


a = (i) + (2) + C 


«0= (1)0+ (2)0+^0 


I=a^ — a 




//= (3) - (3)„ 


v=\K + 


«) 


f"i = i{(3) + (3)„> 



ni. 

* = (I) Y" + (2) y *„ = (i)„ y„" + (2)0 r; 

111= b- i„ /r = (3)„ r„" - (3) Y" 

F// = |(* + K) viii = I {(3jo y: + (3) y ") 
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In der ersten Hypothese wird man setzen wenn sonst keine Näherungswerthe 
bekannt sind : 

y = i (r"* - t"'2) y„' = I (r"» - c») 

Sind genäherte Elemente bekannt , so werden sofort genauere Werthe für Y durch die 
Anwendung der Formeln VIII erlangt. 



' _ I-\-n ix 






tgö, 



IV. 
e'" = r- F//a: + {VI— VIII x) q 

r' = {q' —f.) cmec.e, 

r"'= (e '"—/„) cosecö,,. 



X = 



(r'4-r"')3 



V. 

r' cos (r — A') C08*' = e' cos/?' + ä; r'" cos(/"' — T') cosi'" =ß"' cos/?'" + Ä/" 
r ' sin (l'-l')cosb' = Ä/ r '" sin (/ '" - 1'" ) cos b '" = iZ,'" 

r ' sin Ä ' = e' sin/? ' r'" sin /?'" = p'" sin/?"' 

sin»/" = sin»i(/"' - /') cosA' cos*'" + sin^{{h"' — h') 
Ist die Annäherung hinreichend weit getrieben , so bricht die Rechnung hier ab 
und setzt mit IX fort. 



VI. 

J = ^(.-:ry") 

r" sin 2/"' = r'" «" sin 2/" 
r" cos 2/'" = r'w + r"'»" cos 2/" 
zur Prüfung: 

r"8in2/'==r'«sin2/" 

r" cos 2/' = r'" w" + r'« cos 2/" 



^ — I»'. [x xY"\ 

"o 'o 

- n _« 

[o l^ii^xY '\ 

. 'tt _ w \ ' •'''Ol 

o "o 

r„"8in2/„"'=r"'<'sin2/" 

r„" cos 2/„"' = r ' n„ + r"'<' cos 2/" 

»"o" sin 2/0' = r' w„ sin 2/' 

r„" cos 2/; = r"' «„" + r'«„ cos 2/" 



VII. 



Statt: iy 


V' 


1 -.«'" 


V 


»/o'" 


>?" 


» % 


%' 


t'" 


^0' 


C 


t" 


» / 


f 


/" 


/o' 


/o'" 


r 


» r 


r" 


r' 


»•o" 


r' 


r' 


» r. 


r'" 


r" 


r'" 


<' 


r'" 



m = 



Ä = 



(1 cos/ /rr,)» 



f + ' + S 



^(45°H-a>) = jr^ / = ^^^^^^ 



(>?-') ^^^C^y + i) 



logt = 9.045 7575 
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2 



m„ =^ 



Tafel IX gibt mit dem Argumente : Ä den Werth log t] 

» X » » » » —» — /=« 9 » i 

Als Annäherung kann man im ersten Versuche setzen : 

x = sinH/ 

VIII. 

v in' - I ) -(»;'" -I) Y " — "'o'-' '-(''o"'-') 

V , (V'-|)-(V"-1) y , _ (»>"-»)-(lo"' - I) 

Diese Werthe werden bei einer Wiederholung der Rechnung in III substituirt, 

IX. 

tg (45° + c.") = f^ l„ ^ »-H/^J'^1''"" 



fzco«/" Yr'r"')^ 



wi. 



X. 

co8»(/"+f?) tg2w"=8ini(F-G)co8i9)(y)2; cos^if- ff] tg 2a»"=8ini(J'+G)8in^9)(y)2 
am^{f'+ff)aec2(o"=c.o^{F-G]c.os\(p{y)^; sin|{/'-y)8ec2w"— co8i(F4-G)ainiqp(y)2 

Probe: iy)^=yl^I^' 

t,,„ = F+/" E„. = G + ff 

v, = F-f" E,= G-g 

XI. 

a=psec^g> M, =E, — e" sinE, 






M„, = E,„ — e"sinE„ 



log*" = 3. 5 50 0066 ^ = Y,"f-zrf'' 

XII. 

tg J, = tgf sin (/' — Q) tgu, = tg (/' — Q) seci 

tg^„-tg^ cos (/,,.-/,) _ ^^. ^g ^^, _ Qj ^g^^^^ _ ^(,.. __ Q) g^^; 

sin (*,,, *,) 

u ist in demselben Quadranten anzunehmen in dem (/ — Ö) liegt. 

Probe : u,„ — w, = 2/" 

n = u, -\- Q — V, TT = ti„, -h Ö — t?,„ 



Oppolser, Bahnbeatimmangen. ^^ 
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Berichtigungen. 



Seite 17 Zeile 21 von 


unten 


statt -»5-1-«' lies: -»«4-«' 


» 18 




17 . 


■ 


» C08C ■ cosA' 


. 29 




7 » 


» 


J» C084</> , C084</> 


• 45 




1 » 


» 


)• dftss » dM 


» 49 




7 » 


» 


» 3 » 3** o' S" *o Hes : ai 3" 0' 5" ao 


» 49 




1 » 


» 


31a** 59' 3g" 06 • aia*» 59' 3g" 06 


» 61 




12 » 


oben 


A^ lies: ^*'« 


• 62 




12 » 


unten 


• ^^* • 3It^' 


» 63 




6 » 


» 


f 109» f 10 j3 


» 65 




20 » 


» 


» 6g %%' 37"»» » 6g** aa' 37"** 


» 79 




5 >» 


» 


» cotgio ^ sin (Q— //) lies: cotgt« ?i sin (Qo"-^^) 


» 106 




17 n 


M 


» ?""■/"' lieg. f/""/w 


>» U% 




16 » 


oben 


» »'^w » T, r^, 


n 128 




15 . 


» 


tg* • tgJ 


I» 130 




7 » 


unten 


» log(^,^— /„,) lies: log((»,-/J 


n 132 




7 • 


oben 


» log((»,^-/,^> « log(p,— /J 


» 132 




9 >» 


unten 


» würde » wurde 


» 160 




16 » 


» 


K*^ • /äy 


» 160 




4 n 


• 


K»^ » /*? 


» 160 




2 . 


» 


» rcos^r* » i^cos^r^ 


>. 221 




10 » 


oben 


» tg2 aw,, ' » tg* aöi" 


» 221 




11 » 


» 


ist vor dem Gleichheitszeichen der Buchstabe A herausgefallen. 


» 237 




13 • 


» 


» —fixx lies: -f^xx 


» 238 




1 n 


unten 


T '" T " 


» 250 




16 » 


oben 


» auf • aus 


» 271 




7 . 


» 


» k)gr"'=9.33ig7 » logr'" = o.33ig7 


» 277 




20 n 


unten 


• logf-r/F) » log (-FiJ/) 


» 296 




] » 


» 


Columne 47", logDiffl" 



statt 1.50305 liest 1.50304. 



Digitized by 



Google 



Berichtigungen. 



Seite lY Zeile 8 Ton oben statt dem lies den. 

» 8 » 14 » unten am Anfang der Zeile »und« einzuschalten. 

» 9 » 4 » oben statt iii** 34' ia"i4 lies: 113^*34' i2"24 

»10 » 4 » unten » ;ß lies: Kl' 

»11 »15» » l.Columne stattet lies: ^i' 

»17 » 20 » oben statt ^ft + w' lies: Ba'\'fo' 

»18 »11, 17, 22, 24 von oben statt {E-^-s) lies {N-\-t) 

»18 » 27 von oben statt cos« lies: cosiV 

»29 » 7 » unten » cos^tp lies: cos4r/) 

• 31 » 9 » » » TT Q Bin <p lies: ^ro^siny' 

» 37 » 6 » » » Rechnung lies : Rechnung 

»43 » 3 » oben » — -^ lies : — -5- 



120 



43 » 10 » unten im Zähler statt /all— e2)rfr lies: /a(i— e2)<ir 

45 » 1 » » statt dass lies: das 

49 » 7 » » » 313O » »13O 

49 » 1 » » » 312® n 2ijO 

52 » 15 » » » 109O55' lies: 109015' 

52 » 19 » » » 109O56' » 109O16' 

57 » 9 » » » i)2 lies: J2 

60 » 13 » » » -|-4ö5_|öMies: -f iö2 — + 6'*+.. 

61 » 12 » oben » Ai lies: A^ 

62 » 12 » unten » sh^^ lies: -AzA^ 

63 » 6 » » » 109^ lies: 10 y^ 

65 » 20 » » »68 22' lies: 68O22' 



65 » 13 » . » Y^^y lies: Y—iy 

69 » 1 » oben » O. Struve lies : W. Struve 

74 » 18 » unten » 0.000000301203 lies: 0.000000031203 

76 » 15 » oben » das lies: dass 

76 » 13 » unten » ^i + Aj'^« lies: ii<-|-A'i<2 

77 » 5 » oben sini" im Nenner zu streichen.^ 
79 » 5 » unten statt cotg »ott sin (^ — /T) lies:* cotg i'o^ »i^l^ — ^^) 
82 . 15, 16, 17 von oben statt (ß'+i?) lies: Sl' 
82 » 18 • oben zu streichen. 

86 » 5 » unten statt cos ^ cos a c^cf — , lies: costfcosac/a — 

89 » 1 » » » sinlüTo-j-o) lies: co8(J5fo4-«) 

99 » 12 . . » i{ig Hv„,-tgH v,) Hes: i{ tgHv„,-tg Hv,} 

100 » 14 » » » + l/?!zdrdl!i:ii! Ues: ±y£^2Ei! 

102 » 16 » oben erhält die Gleichung « = (r, + r,;,) sin y die Bezeichnung (2) 

lü6 » 17 » unten statt Q„—f,„ lies: Q,—f,„ 

107 » 16 » oben » cos^ cosft sinäj {A,^ — jl,„) lies: cos /S, cos A„ sin^^ (X,,, — ^,) 

109 » 3 » » » -i!:^^;.. lies: -i^*%... 

109 » 11 » unten » (t — r,„) lies: (t,— t,,,) 

110 • 16 » oben » t't,,, lies: t,t,„ 
117 »12» » » derselben lies: desselben 

8 8 

17u. 18 von unten statt "^a (i2,4-Ä,J li®»* (-Rf+-Rw) /* 
»120 » 7 von unten statt ein lies: eine 
»122 » 7 » oben » 8in(i — ti))> lies: co8{t — to)< 
» 128 15 » » » tg^ lies: tgcT 

Das Beispiel auf Seite 130 — 133 ist fehlerhaft, indem l,,, — ^, um eine Bogenminute zu klein 
angesetzt ist; die richtig durchgeführte Rechnung giebt log (», = 0.00373 log ^„,= 9-97451 , die auf 
S. 140 gemachte Bemerkung über die durch meine Methode erlangte Annäherung bleibt dem Wesen nach 
richtig, denn es findet sich 

log Jf = 997078 nach Olbers' Methode, 
s= 9.97053 nach meiner Methode, 

= 9.97038 ist der strenge Werth, der aus Elementen hergeleitet ist, die sich der 
Gesammtheit der Beobachtungen genügend anscnliessen. 
Seite 130 Zeüe 7 von unten statt lg{Q„,-f,r,) lies: lg(c,-/,,) 
» 130 • 19 » » . logir^-r,) Ues: log{i;,,-r,) 
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Seite 132 


ZeUe 7 


n 132 


» 9 


n 147 


» 20 


n 147 


» 9 


» 152 


» 17 


» 154 


» 8 


» 154 


» 6 


» 154 


» 2 


« 154 


> 1 



von oben statt log [()„,—/„,) lies: log ((>,—/„,, 
» unten » würde lies: wurde 
» » n M lies: Mq 

SU» der lies: die 
» D t> /Iß lies: ^/JJ 

» oben » log ^,,, cos v,',„ lies : log R„, cos i/;,,, ^ ^, ^. ^^ - « 

» unten im zweiten Elementensysteme statt 64<^34'io"o lies: 96*^34 10 o 



statt (pag 47) lies: (005.147) 
im Nenner statt [^.if lies: (41: 



160 » 13 » oben statt 



'k^V^ 



lies: A; 



cos^^ry^a 



160 

160 

160 
160 
163 
163 
179 
183 
183 

194 

195 
198 
198 
200 
204 



212 
220 
221 
221 

226 
237 
238 

241 

241 
242 
250 
250 
250 
251 
253 
253 
255 

255 

256 

266 

266 

271 
272 
277 
277 
296 
346 
349 
350 
351 

352 



4u. 16 von unten statt Y^q lies: Yzq 

14 von unten statt — 7-5 lies: iZcos^t?« 
cos-^v 

n=^ü — v lies: ;r = 0±i8o<^--t? 

r co%\vß lies: -Rcosjr'^ 



3 » » » 

2 » B » 

5 » oben » 

1 n n » 

18 » » » 

12 » » » 

21 » » » 

11 » unten » 



5 
20 
21 

4 



cos{i, — //} lies: cos(Z, — /fjj 
sin (4-/1} lies: sin(Z, — 7/)} 
Ausnahmsfall lies: Ausnahmefall 
Ol lies: z 
(sin 2 -h ö>) lies : sin (z -|- 1>) 

<2 lies: t2 



105 



oben 



unten 



log-l^A lies: log 4^ 
logüÄ lies: log^ 

— cos <f sin a cos £ lies : — cos <f sin a sin c 
fehlen in den Formeln VII rechts vom Gleichheitszeichen in der zweiten Columne durchaus 

die runden Schlussklammem bei den Sinusfunktionen. 
Zeile 8 von oben statt nur lies: nun 
» 1, 2 u. 3 von unten log durchaus zu streichen. 
10 von oben statt tg^zto,, lies: tg^zo)" 



11 

17 
13 

1 

6 

10 
16 
16 
10 
16 
13 
15 
15 
10 

8 

13 
12 
15 



,,= Ues: Ä,,= 

V^ lies: f^' 
— ^xi lies: — f/i« 



unten 
oben 

unten 
oben 
imten 

oben 
unten 



B»f'2!l. lies: B" 



r'= 



{V"-'i)-{V' 



il Ues: F'=<^ 



-l\— {f]"! -l) 



(//),,, lies: {I],„ 
0,406169 lies: 0.406169 

auf lies: nach 

Yrrü, lies: Yr,r,„ 
log Zahl lies: log Zähl: 
log dM lies : log /IM 
logy lies: log ay 
0.533318 lies: 0.333318 
Gleicungen lies: Gleichungen 

!ür2!3 Hpo. ^"^1^ 

[r'r"l *^"* \rir>t'\ 
r.,.-r |._. r,„-'r. 



rj"x 



r,+ r,.. 



lies: 



oben fehlt am Schluss der Zeile die Schlussklaramer | 



statt 



lies: 



7 » » • log r'"= 9.33187 lies: log r'"= 0.33187 
20 » » » ==—0.10856 lies: =0.10856 
14U.16 von oben statt Y" lies: T' 

20 von unten statt log { — VIV) lies: log {—VIII) 
1 » » letzte Columne statt 1.50305 lies: 1.50304 

8 » oben statt sin (» — ibX lies: cos (1 — to)> 
7 » » » dlogx, lies: dlogari 

2u. 3 von unten statt (/„ — XI) lies: (Xft — Xl) 
12 von unten statt k(To"—T,) Ues: k{To"'-T') 

U n . . ^^^=.il(,-^ro') Ues:;i,=^,(«-..ro') 
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